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Kapitel 1

Einfiihrung

In vielen Anwendungen beschéftigt man sich mit der Représentation kom-
plexer Geometrien oder komplexer physikalischer Phdnomene in mehreren
Auflésungsstufen. Im Zusammenhang mit Computergrafik und wissenschaft-
licher Visualisierung haben sogenannte multiresolution Methoden entschei-
dende Bedeutung fiir die Analyse sehr grofler numerischer Datensatze (sie-
he [1], [2], [3], [4] und [5]). Beispiele sind unter anderem hochauflésende
Gelédndedaten (digitale Hohenkarten) und hochauflésende, dreidimensiona-
le bildgebende Verfahren wie Magnetic Resonance Imaging oder Computer
Aided Tomography.

In dieser Arbeit prasentieren wir eine Methode zur Konstruktion von
Darstellungen sehr groBer Streudatensitze in mehreren Auflésungen unter
Verwendung des Prinzips des Simulated Annealing (siehe [12], [15] und [16]).
Unser Ziel ist die Bestimmung mehrerer linearer Splines, welche die gegebe-
nen Streudaten optimal approximieren.

Hierbei nehmen wir an, dafl die gegebenen Datensatze Abtastmengen ei-
ner reell- oder vektorwertigen Funktion einer oder zweier Verénderlicher!
sind, wobei die Abtaststellen zuféllig tiber den Definitionsbereich der Funkti-
on verteilt sind. Wir treffen keine weiteren Annahmen tiber das Verhalten der
abgetasteten Funktion zwischen den Abtaststellen, insbesondere wird nichts
iiber Stetigkeit oder sogar Differenzierbarkeit der Funktionen vorausgesetzt.
Wir benutzen also nur den ,kleinsten gemeinsamen Nenner® aller méglichen
Funktionen, um das Verfahren auf moglichst viele Streudatenquellen anset-

!Das dargestellte Approximationsverfahren funktioniert fiir beliebig viele Veriinderli-
che, aber im Rahmen dieser Arbeit wird nur auf die uni- und bivariaten Falle im Detail
eingegangen.
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zen zu koénnen.

Jeder einzelne approximierende lineare Spline ist eindeutig definiert durch
die Menge seiner Kontrollpunkte und die Art, wie diese Kontrollpunkte zu
einem Simplexnetz verbunden sind. Im univariaten Fall formen die Kontroll-
punkte einen Streckenzug, im bivariaten Fall eine Triangulierung. Im Falle
linearer Splines wird der Funktionswert des Splines in einem Punkt inner-
halb eines Simplex durch lineare Interpolation der Funktionswerte in den
Eckpunkten des Simplex bestimmt.

Wenn ein hochauflésender Datensatz durch einen linearen Spline nied-
riger Auflésung, sprich durch einen linearen Spline mit nur wenigen Kon-
trollpunkten approximiert wird, ist die Plazierung der Kontrollpunkte und
ihre Verbindung zu einem Simplexnetz von entscheidender Bedeutung fiir die
Giite der Approximation (sieche Abbildungen 1.1 und 1.2).

f(x) f(x)

X X

Abbildung 1.1: Uniforme und optimale Kontrollpunktplazierung im univa-
riaten Fall. Links: Uniforme Plazierung, rechts: optimale Plazierung.

f(x.y)

Abbildung 1.2: Uniforme und optimale Kontrollpunktplazierung im bivaria-
ten Fall. Links: zu approximierende Funktion, mitte: uniforme Plazierung,
rechts: optimale Plazierung.

Um den optimalen approximierenden linearen Spline fiir eine gegebene
Streudatenmenge und eine festgelegte Zahl von Kontrollpunkten zu finden,



benutzen wir einen iterativen Optimierungsalgorithmus, der die ,,Qualitat®
einer initialen Approximation — gemessen mit einem geeigneten Abstandsmaf
(siehe 2.2) — durch Bewegung der Kontrollpunkte und Anderung der Struk-
tur des Simplexnetzes zu verbessern sucht (siehe Abbildung 1.3). Da alle
zu approximierenden Funktionen nur durch ihre Werte an zufallig verteilten
Stellen ihrer Definitionsbereiche gegeben sind, beschranken wir die Plazie-
rung von Kontrollpunkten auf die folgende Art und Weise: Wir plazieren
Kontrollpunkte nur an solchen Stellen, die im Streudatensatz enthalten sind;
und wir benutzen als Funktionswerte der Kontrollpunkte nur die gegebenen
Werte aus dem Streudatensatz.

Der Hauptvorteil dieser Herangehensweise ist die Tatsache, dal keine
zusétzlichen Informationen tiber die Geometrie des Problems oder iiber die
Funktion bekannt sein miissen. Liele man die Plazierung von Kontrollpunk-
ten an beliebigen Stellen zu, miisste der Wert der Funktion an diesen Stel-
len zuerst durch ein geeignetes Interpolationsverfahren bestimmt werden;
und zur permanenten Speicherung einer Approximation miissten alle Stellen
und Funktionswerte aller Kontrollpunkte gespeichert werden. Durch die Ein-
schrankung auf originale Stellen und Funktionswerte wird das Problem der
Kontrollpunktplazierung auf die Auswahl einer Untermenge des Streudaten-
satzes beschrankt, und zur permanenten Speicherung brauchen nur Indizes
in die Streudatenmenge gespeichert zu werden. Weiterhin wird das Problem
der ,,Bewegung eines Kontrollpunktes® auf die Entfernung eines Elements
aus der Untermenge und die Einfiigung eines anderen Elements reduziert.
Mit anderen Worten, Kontrollpunkte ,bewegen® sich nicht, sie ,springen*
von Stelle zu Stelle.

Abbildung 1.3: Anderung eines linearen Splines durch zwei Iterationsschrit-
te. Links: initialer Zustand, mitte: Anderung der Kontrollpunktplazierung
durch ,Bewegung® des Kontrollpunktes p, rechts: Anderung des Simplexnet-
zes durch anschlieffende , Rotation“ der Kante e.

Der Verlauf dieser Iteration wird durch den Simulated-Annealing-Algo-
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rithmus gesteuert, eine Optimierungstechnik, die sehr geeignet ist fiir hochdi-
mensionale Optimierungsprobleme, in denen das gesuchte globale Minimum
unter sehr vielen, schlechteren, lokalen Minima verborgen ist (siehe 2.1). Si-
mulated Annealing ist ein probabilistisches Optimierungsverfahren. Es ist
also schwierig bis unmaéglich, Zeitschranken fiir den Optimierungsprozefl bis
zur Erreichung eines Minimums anzugeben, und es ist immer méglich, dafl der
Algorithmus trotz seiner Auslegung nicht das gewiinschte globale Minimum
findet. Weiterhin verwendet der Algorithmus nur minimales Wissen iiber das
jeweilige Optimierungsproblem, und ist daher in ,klassischen® Féllen den
»klassischen“ Verfahren wie Gradientenabstieg oder Simplexverfahren (sie-
he [15]) stets unterlegen. Das wir zur Losung unseres Optimierungsproblems
trotzdem den Simulated-Annealing-Algorithmus verwenden, ist durch zwei
Besonderheiten unserer Klasse von Problemen begriindet, die den Einsatz
klassischer Verfahren vereiteln:

1. Unsere Approximierungsprobleme sind extrem hochdimensional. Neh-
men wir an, unser Ziel sei die Approximation einer bivariaten, reell-
wertigen Funktion (gegeben als Streudatensatz) durch einen linearen
Spline mit n = 1.000 Kontrollpunkten (eine durchaus iiblicher Fall,
wie Kapitel 4 zeigen wird). Da wir als Funktionswerte der Kontroll-
punkte des Splines nur Funktionswerte des Streudatensatzes verwen-
den, ist die Position jedes Kontrollpunktes im Definitionsbereich der
Funktion durch zwei Variablen gegeben. Weiterhin enthalt das Sim-
plexnetz des Splines bei n Kontrollpunkten ungefihr 3n Kanten, je-
de Kante ist durch zwei Indizes in die Kontrollpunktmenge definiert.
Das heift, ein linearer Spline mit » = 1.000 Kontrollpunkten ist durch
n-24+3n-2 = 6n = 6.000 Variablen definiert. Da der Definitionsbereich
des zu optimierenden Qualitdtsmafles in unserem Fall genau der Raum
aller linearen Splines mit n Kontrollpunkten ist, ist die Dimension des
Optimierungsproblems d = 6.000. Klassische Optimierungsverfahren
wie Gradientenabstieg miissen in jedem Schritt den Gradienten der
Zielfunktion bestimmen oder schatzen, das bedeutete in diesem Fall
die Berechnung der QualitdtsmafBle von 6.000 linearen Splines in jedem
Schritt. Auch die Benutzung des Simplexverfahrens scheitert: Obwohl
hier in der Regel nur eine Auswertung der Zielfunktion pro Schritt nétig
ist, miissen doch Darstellungen von 6.000 linearen Splines zur Iteration
vorgehalten werden.

2. Unsere Approximierungsprobleme enthalten extrem viele lokale Mini-
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ma. Ein 6.000-dimensionaler Raum ist schwer zu visualisieren, aber
eine genauere Untersuchung der Probleme hat ergeben, dafl jeder ein-
dimensionale Schnitt durch den Graph der Zielfunktion nicht, wie in
klassischen Problemen, ,glatt® ist, sondern ,gewellt“. Fiir dieses Aus-
sehen der Zielfunktionen haben wir den Begriff Géinsehaut gepragt (sie-
he Abbildung 1.4). Ein Raffke-Optimierungsverfahren (alle klassischen
Verfahren gehoren in diese Klasse) kann von jedem Punkt der Ziel-
funktion stets nur zu einem anderen Punkt gehen, wenn dieser einen
geringeren Funktionswert aufweist. Ein Raffke-Verfahren miisste also
langsam, in kleinen Schritten, einen Weg um die ,,Hiigel* der Zielfunkti-
on herum finden, wéhrend Simulated Annealing die Génsehaut einfach
iiberspringt.

f(x(1)) f(x(1))

N

\ t \ t

Abbildung 1.4: Eindimensionale Schnitte durch den Graph der Zielfunkti-
on fiir ,klassische“ Probleme (links) und fiir Lineare-Spline-Approximatio-
nen (rechts). Das Aussehen der Funktion im rechten Bild bezeichnen wir
als Génsehaut. In beiden Fallen ist z(¢) := g + ¢ - Az eine Gerade im d-
dimensionalen Raum.

1.1 Grundlegende Definitionen

Um die Diskussion der verwendeten Algorithmen und Datenstrukturen zu
vereinfachen, und um die einheitliche Beschreibung der uni- und bivariaten
Falle zu ermoglichen, definieren wir spezielle Begriffe. Einige entstammen
dem Feld der Computational Geometry, andere sind Definitionen wohlbe-
kannter mathematischer Begriffe, die hier zur Vermeidung von Mifiverstand-
nissen noch einmal prazisiert werden.

e Kine Stelle ist ein Punkt innerhalb des Definitionsbereichs einer Funk-
tion. Fiir eine Funktion von n (reellen) Verdnderlichen ist eine Stelle



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

definiert als ein Element s := (zy,...,z,) € R" des n-dimensionalen
Standardvektorraums.

Die konvexe Hiille einer Menge S C R”™ von Stellen ist die kleinste
konvexe Menge CH(S) C R”, die alle Stellen in S enthalt, fir die also
S C CH(S) gilt. Mit anderen Worten, CH(S) ist die Schnittmenge

aller konvexen Obermengen von S,

CH(S):= () ¢ . (1.1)

C ist konvex
scc

Fiir jede Dimension n ist eine konvexe Hiille ein konvexes n-dimensio-
nales ., Hyperpolyeder®, also die Schnittmenge einer endlichen Zahl von
Halbrdumen des R”™. Im besonderen sind die Eckpunkte dieses Hyper-
polyeders stets Elemente von S. Wir bezeichnen eine Stelle s als innere
Stelle, wenn s kein Eckpunkt des Hyperpolyeders von CH(S) ist, oder
mit anderen Worten, wenn das Entfernen von s aus S die konvexe Hiille

CH(S) invariant liesse, CH (S \ {s}) = CH(S) (siche Abbildung 1.5).

O interior site

® non-interior site

Abbildung 1.5: Innere und duflere Stellen im bivariaten Fall.

Ein Vertex ist ein Paar bestehend aus einer Stelle s und dem Wert f(s)
einer Funktion f an der Stelle s. Fiir eine Funktion f: R" — R™ von n
Verédnderlichen und m Funktionswerten ist ein Vertex ein (n+m)-Tupel

v = <S,f(s)) = ((:{;1, cey X)), <f1(fl?1, ces )y ey fm(T1y . ,;t:n))> €
R” x R™. Wir bezeichnen einen Vertex als inneren Vertex, wenn seine
Stelle v.s eine innere Stelle ist. Im Zusammenhang mit linearen Splines
benutzen wir den Begriff , Vertex“ auch als handliche Bezeichnung fiir
die Kontrollpunkte des Splines.

Eine Streudatenmenge ist die Darstellung einer Funktion f: R® — R™
von n Verdanderlichen und m Funktionswerten als eine endliche Menge
von Vertizes, wobei die Vertizes paarweise verschiedene Stellen haben.
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Wir gehen generell davon aus, daf} die Stellen einer Streudatenmenge
zuféllig iiber den Definitionsbereich der Funktion f verteilt sind; die
im Kapitel 3 erklarten Algorithmen funktionieren aber auch fiir den
Spezialfall gleichmaBig angeordneter Stellen, resultierend zum Beispiel
aus der Abtastung von f iiber einem rectilinearen Gitter.

Eine Vertexplazierung ist ein Tupel von Vertizes, wobei die Vertizes
paarweise verschiedene Stellen haben. Fiir N Vertizes und eine Funk-
tion f:R"™ — R™ ist die zugehorige Vertexplazierung ein N-Tupel
Vo= ((sl,f(sl)),...,<5N,f(SN)>> € (R" x R™)V. In unserer An-
wendung fungiert eine Vertexplazierung als die Kontrollpunktmenge
eines linearen Spline.

Eine Verbindungsmenge oder ein Simplexnetz ist die Menge aller n-
dimensionalen Simplizes, welche durch alle (n 4 1)-Tupel benachbar-
ter Stellen einer Vertexplazierung definiert werden. Dies bedeutet, daf
jeder Punkt innerhalb der konvexen Hiille der Stellen der Vertexpla-
zierung, der in ,allgemeiner Lage® zu diesen Stellen liegt, von genau
einem Simplex der Verbindungsmenge iiberdeckt wird. Punkte auf der
Grenze zwischen zwei benachbarten Simplizes werden von beiden iiber-
deckt, und die Stellen der Vertizes selbst werden von allen Simplizes
iiberdeckt, die durch den jeweiligen Vertex definiert sind. Im univa-
riaten Fall ist die Verbindungsmenge die Menge aller Intervalle, die
durch je zwei benachbarte Vertizes begrenzt werden; im bivariaten Fall
ist die Verbindungsmenge eine Triangulierung der konvexen Hiille der
Stellen; fiir drei Variablen ist die Verbindungsmenge analog ein Te-
traedernetz. Generell bezeichnen wir die Menge aller n-dimensionalen
Simplizes als CS,,.

Die (n — 1)-dimensionalen Simplizes, die benachbarte Simplizes in der
Verbindungsmenge trennen, werden ohne Beriicksichtigung der Dimen-
sion n stets Kanten genannt. Generell bezeichnen wir die Menge aller
Kanten aller n-dimensionalen Verbindungsmengen als CF,,. Das Plate-
let eines Vertex ist die Vereinigung aller Simplizes, die die Stelle dieses
Vertex iiberdecken. Im univariaten Fall ist ein Platelet stets ein Inter-
vall, im bivariaten Fall ist ein Platelet das innere (und der Rand) eines
Sternpolygons, in dessen Kern die Stelle des Vertex liegt. Der Zusam-
menhang zwischen Stellen, Vertizes und Platelets wird in Abbildung 1.6
illustriert.
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Abbildung 1.6: Ein Vertex v, seine Stelle v.s und die Begrenzung P seines
Platelets im bivariaten Fall.

e Eine Konfiguration C = (V,SM) ist das Paar aus Vertexplazierung
V' und dazugehorigem Simplexnetz SM. Eine Konfiguration definiert
genau einen linearen Spline, und die Menge aller Konfigurationen mit
einer festgelegten Zahl N von Vertizes ist der Definitionsbereich fiir die
Zielfunktion des Optimierungsproblems der Linearen-Spline-Approxi-
mation. Generell bezeichnen wir die Menge aller linearen Splines von
n Verdnderlichen und m Funktionswerten als LS, ,,, die Untermenge
aller linearen Splines mit N Vertizes nennen wir LS, ,,(N).

1.2 Visualisierung grofler Datensitze

Das Hauptproblem bei der Visualisierung von Funktionen, die durch grofie
Streudatensitze definiert sind, ist die Erzeugung von Bildern dieser Funktio-
nen in Echtzeit. Besonders bei der Visualisierung grofler dreidimensionaler
Datensétze aus medizinischen bildgebenden Verfahren ist die Moglichkeit,
den Blickwinkel der Darstellung in Echtzeit &ndern zu kénnen, von grofler Be-
deutung fiir die Auswertung der Datensdtze durch den Benutzer. Eine Echt-
zeitdarstellung kann jedoch nur erfolgen, wenn der umfangreiche Datensatz
durch eine geniigend kleine Zahl von grafischen Primitiven, wie z.B. Strecken
oder Dreiecken, approximiert werden kann. Weiterhin ist es wiinschenswert,
die Qualitdt der Darstellung durch Auswahl einer angemessen feinen Appro-
ximation in weiten Grenzen bestimmen zu kénnen. So wére es moglich, einen
interessierenden Ausschnitt eines groflen Datensatzes bei geringer Bildqua-
litat schnell aufzufinden, und dann unter groflerem Zeitaufwand ein qualitativ
hochwertiges Bild des gefundenen Ausschnitts darzustellen. Zu diesem Zweck
ist die Verfiigbarkeit einer Hierarchie von Approximationen mit steigenden
Anzahlen grafischer Primitive wichtig.

Um all diesen Anforderungen gerecht zu werden, erzeugen wir eine n-
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stufige Hierarchie von Approximationen; und fiir jede Hierarchieebene k €
{1,...,n} wahlen wir Ny Vertizes aus der gegebenen Streudatenmenge, d.h.
wir wiahlen nur Stellen, die in der Streudatenmenge enthalten sind, und wir
verwenden nur die an diesen Stellen gegebenen Funktionswerte. Weiterhin
stellen wir sicher, daB die in allen Stufen ;7 < k ausgewéhlten Vertexmengen
in der Menge der Stufe k enthalten sind. Fir jede Stufe & wird dann aus
den N ausgewahlten Vertizes durch ein geeignet gewidhltes Simplexnetz ein
linearer Spline definiert. Die so gebildeten n linearen Splines stellen die von
uns gewiinschte Approximationshierarchie an die gegebene Streudatenmenge

dar (siehe Abbildung 1.7).

(x) f(x) f(x)

TA Ax TA A A x [TAAAA AN A A'x

Abbildung 1.7: Eine Hierarchie von approximierenden linearen Splines an eine
gegebene Funktion im univariaten Fall. Die Stellen in einer Hierarchieebene
neu eingefiigter Vertizes sind durch ausgefiillte Dreiecke markiert.

Wenn die Anzahl N von Vertizes in einer Hierarchieebene festgelegt ist,
miissen noch zwei Probleme gelost werden:

1. Welche Vertizes sollen fiir die Approximation ausgewahlt werden, d.h.
wie soll die Vertexplazierung erzeugt werden?

2. Wie sollen die ausgewédhlten Vertizes durch Simplizes verbunden wer-
den, d.h. wie soll die Verbindungsmenge erzeugt werden?

Im Spezialfall von Funktionen nur einer Verdnderlicher brauchen wir nur
das erste Problem anzugreifen, da in diesem Fall das Simplexnetz durch die
Vertexplazierung eindeutig festgelegt ist. Der einzige Weg der Verbindung ist
die Sortierung der Vertices nach der numerischen Ordnung ihrer Stellen, und
die anschlieBende Verbindung benachbarter Vertices durch Strecken.

1.3 Optimale Approximation

Unser Verfahren zur Bestimmung einer optimalen Linearen-Spline-Approxi-
mation mit einer gegebenen, festen Anzahl von Kontrollpunkten Ny basiert
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auf einem iterativen Optimierungsverfahren. Zuerst erzeugen wir eine initia-
le Konfiguration, d.h. eine initiale Vertexplazierung und ein initiales Sim-
plexnetz; dann suchen wir diese initiale Konfiguration durch eine Folge von
Schritten zu verbessern, wobei in jedem Schritt Vertexplazierung und Sim-
plexnetz gedndert werden. Da dieses Optimierungsproblem hochdimensional
ist und lokale Minima im UberfluB aufweist, ist der Simulated-Annealing-
Algorithmus das Verfahren der Wahl zur Steuerung der Iteration und zur
Erzeugung ,guter” Linearer-Spline-Approximationen (siehe Abschnitt 2.1).

Wihrend des Optimierungsprozesses beschranken wir unseren Algorith-
mus in der Art, dafl nur Vertizes zur Definition von linearen Splines heran-
gezogen werden, die in der gegebenen Streudatenmenge vorkommen. Diese
Entscheidung bringt zwei Hauptvorteile mit sich:

1. Da die zu approximierende Funktion nur an den abgetasteten Stellen
bekannt ist, miissten wir den Funktionswert an nicht in der Streuda-
tenmenge enthaltenen Stellen abschatzen, d.h. wir miissten einen geeig-
neten Streudateninterpolations- oder -approximationsalgorithmus ent-
wickeln. Die Verwendung eines solchen Algorithmus setzte aber An-
nahmen iiber die zu approximierenden Funktionen (wie Stetigkeit oder
Differenzierbarkeit) voraus, die die allgemeine Verwendbarkeit des Op-
timierungsalgorithmus nur kiinstlich einschrankten.

2. Durch die alleinige Verwendung definierter Stellen und Funktionswerte
ist die Vertexmenge jeder Approximation stets eine Untermenge der ge-
gebenen Streudatenmenge. Um also eine Approximation darzustellen,
geniigt es, eine Menge von Indizes in die Streudatenmenge zu unterhal-
ten, anstelle einer Menge von Stellen und assoziierten Funktionswerten.
Zur Représentation einer Hierarchie von Approximationen geniigt es
sogar, fiir jeden gegebenen Vertex eine (kleine) Ganzzahl zu speichern,
die angibt, ab welcher Hierarchieebene der Vertex Teil der Vertexmenge
der Approximation wird. Durch unsere Entscheidung, die Vertexmenge
jeder Hierarchieebene Teilmenge aller ,hoheren® Vertexmengen sein zu
lassen, ist die Eindeutigkeit dieser Darstellung gewéhrleistet.

Wie auch immer, im Falle zweier oder mehrerer Verdanderlicher hangt die
Qualitdt einer Konfiguration nicht nur von der Vertexplazierung, sondern
auch vom Simplexnetz ab (siehe Abschnitt 2.3.2). Auch hier gibt es zwei
mogliche Vorgehensweisen:
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1. Man kann das Problem des optimalen Simplexnetzes einfach ignorieren
und eine Funktion von n Veranderlichen wie eine univariate Funktion
behandeln, indem man die Verwendung einer festgelegten Klasse von
Verbindungsmengen wihrend des gesamten Optimierungsprozesses vor-
schreibt; ein offensichtlicher Kandidat im bivariaten Fall ist die Klasse
der Delaunay-Triangulierungen (sieche Abschnitt 2.3.1). Unter dieser
Einschrankung ist ein Simplexnetz durch eine Vertexplazierung impli-
ziert (zumindest bis auf vernachlissighare Zweideutigkeiten?), und der
[terationsalgorithmus kann genau wie im univariaten Fall fortschreiten.

Nach Beendigung der Iteration, wenn eine optimale Vertexplazierung
fiir die verwendete Klasse von Verbindungsmengen gefunden ist, kann
dieses Ergebnis als Eingabe eines datenabhdingigen Triangulierungsal-
gorithmus verwendet werden, der eine optimale Verbindungsmenge fiir
die nun festgelegte Vertexplazierung zu finden sucht (siehe 2.3.2). Der
Nachteil dieses zweiteiligen Algorithmus ist, daf die endgiiltige Vertex-
plazierung nicht optimal fiir die endgiiltige Verbindungsmenge ist, da
beide Teile der Konfiguration getrennt optimiert wurden.

2. Man kann versuchen, beide Teile der Konfiguration, also Vertexpla-
zierung und Simplexnetz, parallel zu optimieren. Zum Beispiel kénnte
der Iterationsalgorithmus vor jedem Schritt zuféllig entscheiden, wel-
cher Teil in diesem Schritt gedndert werden soll, und dann entweder
einen Vertex bewegen oder eine Kante rotieren. Die Wahrscheinlich-
keit der Entscheidung, welcher Teil der Konfiguration geandert werden
soll, kénnte entweder wéahrend der gesamten Iteration konstant bleiben,
oder sie konnte sich andern, um Anderungen der Verbindungsmenge in
spateren Stadien der Iteration zu favorisieren.

Wie auch immer, obwohl dieser Algorithmus in dem Sinne ,besser® ist,
daf ein besseres Minimum des Abstandsmafles gefunden werden kann,
hat er doch zwei Nachteile: Zum einen mufl nun der univariate Fall
getrennt von den multivariaten Fallen behandelt werden, und durch
die weitere Erhéhung der Dimension der Zielfunktion wird der Opti-
mierungsprozel noch schwieriger handhabbar und benétigt noch mehr
Zeit, um ein Minimum zu finden.

2Diese Zweideutigkeiten treten auf, wenn eine Menge von Stellen nicht in allgemeiner
Lage oder degeneriert ist, siche [9] und [10].
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Im Rahmen dieser Arbeit werden wir beide Méoglichkeiten behandeln, da
die entsprechenden Algorithmen sich nur in Details unterscheiden; und wir
werden die Resultate beider Verfahren im Kapitel 4 vergleichen.
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Kapitel 2

Grundlagen und verwandte
Arbeiten

In diesem Kapitel beschreiben wir grundlegende Prinzipien, die von unserem
Verfahren verwendet werden, und verwandte Arbeiten aus dem Bereich der
Funktionsapproximation.

2.1 Das Simulated-Annealing-Verfahren

Simulated Annealing ist eine iterative Minimierungsmethode, die gut fiir Op-
timierungsprobleme groflen Mafistabs geeignet ist, besonders solche, bei de-
nen das gewiinschte globale Minimum von sehr vielen, schlechteren lokalen
Minima umgeben ist. Im Gegensatz zu Raffke-Optimierungsverfahren, wel-
che stets den lokal besten Schritt von jeder Konfiguration aus wahlen, kann
Simulated Annealing auch einen Schritt nehmen, der den Wert der Zielfunk-
tion erhoht (siehe Abbildung 2.1). Dies ermoglicht dem Algorithmus, aus
dem Einzugsbereich eines lokalen Minimums zu entkommen und eventuell
ein besseres lokales Minimum oder sogar das globale Minimum zu finden.

2.1.1 Das Erstarren einer Metallschmelze

Der Simulated-Annealing-Algorithmus ist die Ubertragung eines chemisch-
physikalischen Prozesses auf den Bereich der Optimierungen. Dieser Prozef
ist der Ubergang einer metallischen Schmelze zuriick in den Kristallzustand,
wahrend die Temperatur der Umgebung langsam verringert wird. Obwohl



14 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND VERWANDTE ARBEITEN

E(t) E()

KT(t),

t t

Abbildung 2.1: Skizze des Wertes der Zielfunktion F iiber der Iterations-
zeit ¢ fiir Raffke-Optimierungsverfahren (links) und fiir Simulated Annealing
(rechts). Mit dem Sinken der Temperatur £7" werden positive Anderungen
des Wertes der Zielfunktion immer unwahrscheinlicher.

dieser Prozef in der Sprache der Optimierungstheorie ein Problem extrem
hoher Dimension mit extrem vielen lokalen Minima ist, erstarrt die Schmelze
doch zu einem Einkristall, der das globale Minimum der inneren Energie dar-
stellt, solange die Umgebungstemperatur nur langsam genug gesenkt wird.
Senkt man die Umgebungstemperatur zu schnell, kann dieses globale Mi-
nimum in der Regel nicht gefunden werden, und die Schmelze verbleibt in
einem suboptimalen Minimum einer polykristallinen Struktur.

Eine Erklarung fiir den Erfolg der Energieminimierung wahrend des Er-
starrens einer Schmelze liegt in der Tatsache, dafl die zufdllige Wéarmebe-
wegung der Metallatome in der heiflen Schmelze nicht nur Verringerungen
des bereits erreichten Energiegehalts, sondern auch Erhéhungen desselben
zulasst. In der Tat ist die Wahrscheinlichkeit, dal die Schmelze von einem
Zustand innerer Energie F in einem Zustand K4+ AFE > FE iiberzugeht, durch
Boltzmanns Gesetz der Thermodynamik! p(AE) = e~ 2E/¥T gegeben. Hierbei
ist p(AE) die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs zu einem um AE Joule (J)
hoheren Energieniveau, T' ist die Temperatur der Schmelze in Kelvin (K),
und k = 1,38 x 107**J /K ist Boltzmanns Konstante der Thermodynamik?,
die den Zusammenhang zwischen der Temperatur eines Kérpers und seiner
inneren Energie herstellt.

Wenn also die Temperatur einer Schmelze wahrend des Erstarrens lang-
sam gesenkt wird, ,probiert® die Schmelze sehr viele verschiedene Konfigu-
rationen frei aus; wird die Temperatur geringer, werden Zustande niedriger

'Benannt nach dem deutschen Physiker Ludwig Boltzmann (1844-1906; 62).

2S. 0.
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Energie immer wahrscheinlicher, bis beim Erreichen des Schmelzpunkts der
minimale Energiezustand des Einkristalls erreicht wird. Sinkt die Tempera-
tur dagegen zu schnell, kann der Energiezustand der Schmelze zu frith im
Bereich eines suboptimalen lokalen Minimums gefangen werden, und der op-
timale Zustand wird nicht erreicht. Die genaue Kenntnis der optimalen Rate
der Temperatursenkung ist damit von grofer Bedeutung fiir sowohl die Ge-
schwindigkeit der Erstarrung als auch die Giite des Kristalls: Bei geringer
Geschwindigkeit dauert es sehr lange, bis die Schmelztemperatur erreicht
wird, bei grofler Geschwindigkeit wird eventuell nur ein schlechtes lokales
Minimum erreicht.

2.1.2 Ubertragung auf beliebige Optimierungsproble-
me

Der Simulated-Annealing-Algorithmus ist eine weitestgehend analoge Ubert-
ragung des natiirlichen Erstarrungsprozesses auf beliebige Minimierungspro-
bleme®. Ein solches allgemeines Minimierungsproblem wird anhand dieser
Analogie wie folgt beschrieben:

e Eine Konfiguration ist nicht langer das Tupel der Positionen aller be-
teiligten Metallatome, sondern eine Variable C' eines beliebigen Typs
K, des Konfigurationsraums. Im héaufigen Fall der Minimierung einer
Funktion von k reellen Verdnderlichen ist K eine Untermenge des Stan-
dardvektorraums R*.

e Die zu minimierende Funktion ist nicht mehr die innere Energie der
Metallschmelze, sondern eine beliebige, auf dem Typ K definierte, re-
ellwertige Zielfunktion F: K — R.

e Die Anderung der aktuellen Konfiguration C' wird nun anstatt durch
die zuféillige Warmebewegung der Metallatome durch eine beliebige
nichtdeterministische Ubergangsfunktion next: K — K beschrieben.
Der Nichtdeterminismus von next ist fiir den Ablauf des Optimierungs-
prozesses von entscheidender Bedeutung. Die Ubergangsfunktion muf
probabilistische Elemente enthalten, da eine streng deterministische

3Da jedes Optimierungsproblem durch Negation der Zielfunktion in ein Minimierungs-
problem umgewandelt werden kann, ist Simulated Annealing auch fiir Maximierungspro-
bleme geeignet.
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Anderung der aktuellen Konfiguration dem Grundprinzip des Simula-
ted Annealing zuwiderliefe und das Optimierungsergebnis beeintrachti-
gen konnte.

Der Term kT aus Boltzmanns Gesetz der Thermodynamik wird durch
eine beliebige monoton fallende, positive reellwertige Funktion, den An-
nealing Schedule oder die Temperaturfunktion kT:Ny — R7T ersetzt.
Diese Funktion bestimmt fiir jeden Iterationsschritt n die Wahrschein-
lichkeit p(AE) = e=2F/kT() mit der eine Erhéhung der Zielfunktion
um AF hingenommen wird. In diesem Zusammenhang mufl noch ein-
mal auf ein verbreitetes Miflverstdndnis hingewiesen werden: Die ,, Tem-
peratur® des Simulated-Annealing-Prozesses ist nicht der momentane
Wert der Zielfunktion F, sondern ein von F vollig unabhangiger Faktor,
der lediglich die Wahrscheinlichkeit bestimmt, mit der ein £ erhéhen-
der Iterationsschritt dennoch akzeptiert wird (siehe Abbildung 2.1).

Der Simulated-Annealing-Algorithmus in seiner generischen Form, auch als
Metropolis-Algorithmus bekannt, ist in Algorithmus 2.1 angegeben:

Eingaben:

Eine Menge K von Konfigurationen.

Die zu minimierende Funktion £: K’ — R.

Eine initiale Konfiguration C' € K.

Eine nichtdeterministische Funktion next: K — K, die eine Konfigura-
tion in die nachste iiberfithrt.

Eine Temperaturfunktion £7: Ny — R™.

Ein Pradikat isFinished, das das Ende der Iteration bestimmt.

Lokale:

FEin Iterationszahler n € N,.

Eine Funktion prob: [0,1] — {0,1} mit der Eigenschaft, daB die Wahr-
scheinlichkeit p(prob(;t:) =1) =z ist.

Eine Konfiguration C’ € K.

Eine Zahl AFE € R.

Ausgaben:

Eine Konfiguration ' € K, die £ minimiert.
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n:=0; /* Iterationszéhler */
while not isFinished do
begin
C":=next(C); [* Teste eine andere Konfiguration */
AFE = FE(C")— FE(C); /* Erhéhung der Zielfunktion */
if AE <0 then /* Guter Schritt */
C:=C"'; [* Akzeptiere Schritt */
else /* Schlechter Schritt */
if prob (e‘AE/kT(”)) then
C:=C"'; [* Akzeptiere Schritt trotzdem */
n:=n-+1; /* Nachster Iterationsschritt */
end /* while */
return C'; /* Gebe endgiiltige Konfiguration zuriick */

Algorithmus 2.1: Generischer Simulated-Annealing-Algorithmus.

2.1.3 Die Optimierungsgiite beeinflussende Faktoren

Die Qualitat eines Optimierungsverfahrens kann grob durch zwei Parameter
beschrieben werden: Die Giite der gelieferten endgiiltigen Konfiguration im
Bezug auf das theoretisch erreichbare globale Optimum, und die Zeit, bis
der Algorithmus terminiert. Im Spezialfall des Simulated Annealing wird
die Qualitat hauptsachlich von wiederum zwei Faktoren bestimmt: von der
gewihlten Ubergangsfunktion nezt und der gewahlten Temperaturfunktion

ET.

Die geeignete Wahl der Ubergangsfunktion

Theoretisch kann fiir den Simulated-Annealing-Algorithmus jede beliebige
Ubergangsfunktion nexzt benutzt werden, solange sie nur nichtdeterministisch
ist. Es macht gerade die Attraktivitat dieses Verfahrens aus, daf man beliebi-
ge Optimierungsprobleme unter minimalem Einsatz von a-priori-Wissen iiber
die Gestalt des Problems damit angreifen kann. Senkt man die Temperatur
kT langsam genug, geht die Wahrscheinlichkeit, da die aktuelle Konfigurati-
on nicht das globale Minimum darstellt, gegen Null, wenn man den Algorith-
mus unendlich lange laufen ldsst. In der Praxis hat man natiirlich nicht soviel
Zeit, also mufl man entweder Abstriche bei der Giite des Ergebnisses machen
oder etwas mehr Arbeit in die Ubergangsfunktion investieren. Experimente
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haben gezeigt, daB} die Ausnutzung von Wissen iiber das spezielle Problem
den Prozef bei gleichbleibender Giite des Ergebnisses extrem beschleunigen
kann. Dies ist ein weiterer Vorteil von Simulated Annealing gegeniiber an-
deren Verfahren: Da der Iterationsschritt nicht vom Optimierungsverfahren
beschrankt wird (so er nur nichtdeterministisch ist), kann Wissen iiber das
Problem einfach ausgenutzt werden. Im speziellen Fall der Linearen-Spline-
Approximation geht das soweit, dal das von vielen als ,,unterlegen oder ,,un-
zuverldssig® abgetane Verfahren anderen, eingeschrankteren Verfahren das
Wasser abgrabt. Der Iterationsschritt fiir Lineare-Spline-Approximation und
die verwendeten Heuristiken werden im Abschnitt 3.4 ausfithrlich behandelt.

Die geeignete Wahl der Temperaturfunktion

Die Temperaturfunktion k7" kann eine beliebige monoton fallende positiv
reellwertige Funktion sein. Da die Wahl von kT analog zum Prozefl des Fr-
starrens einer Metallschmelze sowohl die Geschwindigkeit der Minimierung
als auch die ,Minimalitat® des Ergebnisses beeinfluit, ist ihre Wahl selbst
wiederum ein Optimierungsproblem: Wenn £T' zu schnell féllt, kann der Al-
gorithmus im Bereich eines schlechten lokalen Minimums gefangen werden;
fallt £T hingegen zu langsam, braucht der Algorithmus gew6hnlich eine sehr
lange Zeit bis die Folge der Konfigurationen gegen ein dann sehr gutes Mi-
nimum konvergiert. Zum Gliick wurden diverse Heuristiken fiir die Wahl der
Temperaturfunktion entwickelt, die sich in einem weiten Bereich von Opti-
mierungsproblemen bewéhrt haben. Niitzliche Heuristiken fiir das Problem
der Linearen-Spline-Approximation werden im Kapitel 4 aufgefiihrt.

2.2 Eine Metrik fiir Streudatenapproximatio-
nen

Der Kern eines jeden Optimierungsproblems ist die zu optimierende Funktion
selbst. In der Regel ist diese Funktion von vornherein festgelegt, in unserem
Fall der optimalen Linearen-Spline-Approximation jedoch ist das Ziel nicht
die Minimierung der gegebenen Funktion, sondern ihre optimale Approxi-
mation durch einen linearen Spline mit einer festgelegten Vertexzahl. Um
dieses Problem als Optimierung beschreiben zu kénnen, muf} also zuerst eine
geeignete Funktion gefunden werden, die die Qualitdt einer Approximation
beschreibt und die dann durch das Optimierungsverfahren minimiert wird.
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Da sowohl die zu approximierende Funktion selbst als auch der approxi-
mierende lineare Spline Funktionen im mathematischen Sinne sind, stehen
grundsétzlich saimtliche Funktionsraummetriken als Kandidaten fiir Giitekri-
terien zur Verfiigung, die die Analysis so reichlich zur Verfiigung stellt (sie-
he [6]). Im speziellen Fall, daf§ die zu approximierende Funktion nur durch
Streudaten, also eine Menge von zuféllig iber den Definitionsbereich verteil-
ten Abtastwerten gegeben ist, konnen jedoch die meisten dieser Metriken
nicht verwendet werden, da sie Wissen iiber analytische Eigenschaften der
beteiligten Funktionen voraussetzen, die fiir Streudaten nicht bekannt sind.

Ist eine Metrik aber durch ein Integral tiber einen Operator definiert, der
die beteiligten Funktionen punktweise verkniipft, wie z.B. die L2-Metrik

L*(f.g) = \//D(f(l’) —g(@) de (2.1)

dann kann dieses Integral und somit die Metrik durch eine Variation der
Monte-Carlo-Integration angenéhert werden. Der originale Monte-Carlo-Al-
gorithmus bestimmt eine (sehr grofe) Menge X := {z1,...,2y} C D von
zufalligen Punkten aus dem Grundbereich des gewiinschten Integrals und

néhert das Integral [, f(z)dz durch die Formel

{(f2) = {2

~ (2.2)

/ fle)de= D -(fy+ D
D

an, wobei D das Volumen des Integrationsbereichs ist und (f) und (f?) als
die arithmetischen Mittel iiber die Funktionswerte der N Punkte definiert
sind:

N=g 2 d) - =X UE)  ed)

Der ,£“-Term aus Formel 2.2 ist eine Ein-Standardabweichung-Fehlerschat-
zung fir das Integral und keine absolute Fehlerschranke; auflerdem ist der
Fehler nicht normalverteilt, so dafl die Fehlerangabe mehr als grobe Abschat-
zung verstanden werden sollte.

Wie auch immer, in unserem Fall der Approximation von Streudaten ist
eine der Funktionen der L:-Metrik nur durch zufillig iiber den Definitions-
bereich verteilte Abtastwerte definiert, also kann man diese Tatsache aus-
nutzen um den L?-Abstand zwischen dem approximierenden linearen Spli-
ne und der durch die Streudaten definierten Funktion mit Hilfe des Monte-
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Carlo-Algorithmus zu berechnen. Man benutzt einfach die gesamte gegebene
Streudatenmenge als Abtastmenge X und bestimmt in jedem Punkt z; € X
den Abstand des Streudatenpunkts vom linearen Spline. Da unser Ziel die
optimale Approximation der gegebenen Funktion, nicht die Approximation
des Graphen der Funktion ist, muf} in jedem Punkt der Abstand zwischen
Funktion und Spline in Ordinatenrichtung bestimmt werden, nicht der or-
thogonale Abstand zwischen Punkt und Spline (siehe Abbildung 2.2). Zu
diesem Zweck bestimmt man den Funktionswert des Spline an der Stelle des
Streudatenpunkts durch lineare Interpolation.

f9) fxy)
)/\l\j\'\/{ﬁ X
y
\ X

Abbildung 2.2: EinfluBl von Streudatenpunkten auf den Abstand L%(f, s) zwi-
schen Funktion f und linearem Spline s.

Ein anderer Vorteil dieser Art der Fehlerbestimmung ist, dafl sie ohne
Anderungen auch fiir Splines héherer Ordnung und auch fiir vektorwertige
Funktionen eingesetzt werden kann, indem man als Abstand zwischen inter-
poliertem und gegebenem Punkt irgendeine Metrik des jeweiligen Vektorrau-
mes verwendet. Algorithmus 2.2 beschreibt die Vorgehensweise im Detail:

Eingaben:
e Eine Menge S C (R” x R™) von Streudatenpunkten.
e Ein linearer Spline a € LS, ,,,, der S approximiert.

Lokale:
e Eine Zahl £ € R™.

Ein Vertex v € (R™ x R™).

Ein Simplex ¢ € CS,,.

Ein Funktionswert f € R™.

Eine Funktion area: LS, ,, — R, die die Flache des Definitionsbe-

reichs eines Splines berechnet.

e Eine Funktion findSimplex: LS, ,, xR"* — CS,, (a,s) — ¢, die den eine
Stelle s enthaltenen Simplex ¢ der Verbindungsmenge eines Splines a
liefert.
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e Eine Funktion interpolate: CS, x R™ — R™, (¢, s) — f, die den Funk-
tionswert f eines Simplex ¢ an einer Stelle s bestimmt.

Ausgaben:
e Der L?-Abstand des Splines a von der Streudatenmenge S.

FE:=0; /* Abstandswert */

for each v € S do
begin
¢ := findSimplex(a,v.s); /[* Bestimme Simplex ¢, der v.s enthalt */
f := interpolate(c,v.s); /* Bestimme Wert von ¢ an der Stelle v.s */

E:=E+(f—v.f), /* Addiere Quadrat des Ordinatenabstands */
end

return /(£/|S]) - area(a);

Algorithmus 2.2: Monte-Carlo-Approximation der L?-Metrik

2.3 Triangulierungen

Fiir jede Dimension n wird ein n-variater linearer Spline eindeutig definiert
durch das Tupel seiner Kontrollpunkte und sein Simplexnetz, das angibt, wie
die Kontrollpunkte durch n-dimensionale Simplizes verbunden sind. Im uni-
variaten Fall ist die Verbindungsmenge bereits durch die Vertexplazierung
eindeutig definiert, und die Konstruktion der Verbindungsmenge ist trivial:
Es geniigt, die Kontrollpunkte nach ihren Stellen (Abszissenwerten) zu sor-
tieren, und die Stellen in der Sortierung benachbarter Kontrollpunkte durch
Intervalle zu verbinden.

Im Falle zweier oder mehrerer Variablen ist das Simplexnetz nicht mehr
durch die Kontrollpunkte festgelegt, und die Konstruktion des Simplexnetzes
ist alles andere als trivial. Die folgenden Abschnitte behandeln den bivariaten
Fall, in dem das Simplexnetz eine Triangulierung ist. Sie gehen von einem
festgelegten Kontrollpunkttupel aus und beschreiben verschiedene Klassen
von Triangulierungen und Wege zu ihrer Konstruktion. Im folgenden be-
zeichnen wir die Menge aller Triangulierungen als 7 und die Menge der
Triangulierungen einer festen Punktmenge P als T (P).
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2.3.1 Delaunay-Triangulierungen

Delaunay-Triangulierungen? sind eine spezielle Klasse von Triangulierungen,
die eine bestimmte globale Bedingung erfiillen (siehe [7], [8]). Eine Formulie-
rung dieser Bedingung ist das Globale Umkreiskriterium:

Definition 2.1 Eine Triangulierung 7' € T(P) einer Punktmenge P erfiillt
das Globale Umkreiskriterium, wenn der Umkreis jedes Dreiecks ¢ € T' keine
Punkte aus P aufler den Eckpunkten von ¢ enthélt (siehe Abbildung 2.3).
Eine Triangulierung D € T (P), die das Globale Umkreiskriterium erfiillt,
heiit Delaunay-Triangulierung.

Abbildung 2.3: Allgemeine und Delaunay-Triangulierung. 1) Allgemeine Tri-
angulierung einer Punktmenge. Die Umkreise der schattierten Dreiecke sind
ausgezeichnet. Die gestrichelten Kanten verletzen die Umkreis-Bedingung.
2) Delaunay-Triangulierung der gleichen Punktmenge. Die Umkreise der
schattierten Dreiecke sind ausgezeichnet.

Warum nun sind Delaunay-Triangulierungen fiir optimale Lineare-Spline-
Approximationen von Interesse? Der erste Grund ist, dafl die Delaunay-Tri-
angulierung einer Punktmenge bis auf unbedeutende Zweideutigkeiten durch
die Punktmenge festgelegt ist. Dies gibt uns die Méglichkeit, die Verbin-
dungsmenge eines festgelegten Kontrollpunkttupels ohne Einfithrung weite-
rer Freiheitsgrade zu bestimmen. Der zweite Grund fiir die Bedeutung der
Delaunay-Triangulierung wird ersichtlich, wenn man eine Folgerung des Glo-
balen Umkreiskriteriums betrachtet:

Definition und Satz 2.2 Sei 7' € T (P) eine Triangulierung einer Punkt-
menge P. Dann bezeichnet man das n-Tupel A(T') := (a4,...,a,) € R™ als

4Benannt nach dem russischen Mathematiker Boris Nikolaevitch Delaunay.
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Winkelvektor von T, wobei (aq,...,a,) die nach Grofle sortierte Folge al-
ler inneren Winkel aller Dreiecke ¢ € T ist. Seien A(T}) = (a(ll), . .,ag))
und A(T,) = (oz(f),...,ozgf)) die Winkelvektoren zweier Triangulierungen
T1,Ty € T(P) der gleichen Punktmenge P. Definiert man nun eine Ordnung
<7 auf der Menge T (P) durch die (lexikalische) Ordnung der Winkelvekto-
ren

3

T, ST Tg) .
ﬁlgign:@P>QPAV1§j<maﬁ:a9), (2.4)

dann ist die Delaunay-Triangulierung D der Punktmenge P diejenige Trian-
gulierung, die den groBten Winkelvektor hat, mit anderen Worten,

VI eT(P):T<D . (2.5)

Diese Winkeloptimalitit der Delaunay-Triangulierungen hat zur Folge,
daBl die Lénge aller Dreieckskanten minimiert wird, und dafl nur ,,wohlpro-
portionierte® Dreiecke in der Triangulierung vorkommen. Benutzt man nun
eine Delaunay-Triangulierung als Verbindungsmenge eines bivariaten linea-
ren Splines, so wird der Wert des Splines an einem beliebigen Punkt innerhalb
der konvexen Hiille der Kontrollpunkte nur von Kontrollpunkten beeinfluft,
die so nah wie moglich an dem Punkt liegen (siehe Abbildung 2.4). Diese
Eigenschaft macht die Klasse der Delaunay-Triangulierungen zu einer guten
Wabhl fiir die Approximation unbekannter Funktionen.

Abbildung 2.4: Beeinflussung eines Punktes durch Kontrollpunkte eines li-
nearen Splines bei Verwendung einer Delaunay-Triangulierung (links) und
einer anderen Triangulierung (rechts). Die Funktionswerte des Splines sind
an den Punkten angeschrieben. Im linken Bild wird der Punkt durch ,nahere®
Kontrollpunkte bestimmt.
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Erzeugung von Delaunay-Triangulierungen

Zur Erzeugung einer Delaunay-Triangulierung einer gegebenen Punktmen-
ge P benutzen wir den von Guibas, Knuth und Sharir [17] vorgeschlagenen
iterativen Algorithmus. Die generelle Idee dieses Verfahrens ist das Einfiigen
eines Punktes pro Schritt in die momentane Triangulierung, und das anschlie-
Bende ,Rotieren illegaler Kanten (siehe Abbildung 2.5). Wir bezeichnen die
Menge aller Kanten mit £ und die Menge aller méglichen Kanten in einer
Punktmenge P als X(P) und weiterhin eine Kante als illegal, wenn eines
der die Kante teilenden Dreiecke das Globale Umkreiskriterium verletzt. Ist
dies der Fall, dann verletzt auch das andere Dreieck das Umkreiskriterium,
und weiterhin ist die Kante die Diagonale eines konvexen Vierecks. Es ist
dann also moglich, die beiden Dreiecke so umzudefinieren, daf} sie die andere
Diagonale des durch sie definierten Vierecks als gemeinsame Kante haben;
diesen Vorgang bezeichnen wir als Kantenrotation. Nach einer solchen Rota-
tion erfiillen beide beteiligten Dreiecke das Globale Umkreiskriterium.

Abbildung 2.5: Rotation einer Kante e, die das globale Umkreiskriterium
verletzt.

Ein wichtiger Unteralgorithmus der iterativen Delaunay-Triangulierung
ist die Prozedur rotateSuspectFdges, die eine Menge K C K(P) von ,verdach-
tigen“ Kanten einer Triangulierung 7' € T (P) iibergeben bekommt und das
Globale Umkreiskriterium basierend auf diesen eventuell illegalen Kanten
wiederherstellt. Diese Prozedur ist in Algorithmus 2.3 angegeben:
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Eingaben:
e Eine Triangulierung 7' € 7 (P) einer Punktmenge P.
e Eine Menge K C K(P) von verdichtigen Kanten von 7.

Lokale:

e Eine Kante k € K(P).

e Eine Funktion checkFdge: T (P) x K(P) — {0,1}, (T, k) — illegal, die
testet, ob eine Kante k in einer Triangulierung 7' illegal ist.

e Eine Funktion rotateFdge: T(P) x K(P) — T(P) x K(P), (T,k) —
(7", k'), die eine Kante k einer Triangulierung 7' rotiert.

e Eine Funktion getQuadFEdges: T(P) x K(P) — P(K(P)), (T,k) —
{k1,...,ks}, die die Menge aller Kanten des Vierecks in der Trian-
gulierung T liefert, dessen Diagonale k£ ist.

Ausgaben:
e Die korrigierte Triangulierung 7.

while K # () do
begin
k:€ K; /* Wahle ein beliebiges Element aus der Kantenmenge */
K := K\ {k}; /* Entferne k aus der Kantenmenge */
if checkFdge(T, k) then /* Teste, ob die Kante illegal ist */
begin
(T, k) := rotateFdge(T,k); /* Rotiere Kante k */
K := K U getQuadFEdges(T,k); /* Fiige Kanten des Vierecks um k
in die Kantenmenge ein */
end
end /* while */

return 7'

Algorithmus 2.3: Uberpriifung verdéchtiger Kanten.

Dieser Algorithmus terminiert stets, da das Globale Umkreiskriterium
durch eine endliche Zahl von Kantenrotationen stets wiederhergestellt wer-
den kann. Ubergibt man dem Algorithmus alle potentiell illegalen Kanten,
so ist die Wiederherstellung des Umkreiskriteriums garantiert und das Er-
gebnis ist eine Delaunay-Triangulierung der Punktmenge der urspriinglichen
Triangulierung.

Um nun eine Delaunay-Triangulierung einer Punktmenge P zu erzeu-
gen, bestimmt man zuerst eine Delaunay-Triangulierung der konvexen Hiille
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von P, und fiigt dann alle Punkte von P in diese Triangulierung ein. Um
einen Punkt p € P einzufiigen, bestimmt man zuerst jenes Dreieck ¢ € T,
das p tberdeckt, und spaltet dieses Dreieck durch Einfiigen von p in drei
neue Dreiecke. Da die Kanten kq, ky und k3 von ¢ durch das Einfiigen von p
potentiell illegal geworden sind, iibergibt man die Menge {k1, ko, k3} an die
Prozedur rotateSuspectEdges, die das Globale Umkreiskriterium wiederher-
stellt (siehe Algorithmus 2.3 und Abbildung 2.6).

R

Abbildung 2.6: Einfiigen eines Punktes p in eine Delaunay-Triangulierung.
1) initialer Zustand, 2) Spaltung des Dreiecks ¢ und initiale Liste verdachtiger
Kanten (e ist illegal), 3) Rotation von e und neue Kantenliste. Da keine
weiteren Kanten illegal sind, ist 3) gleichzeitig der Endzustand.

Die Giiltigkeit des Globalen Umkreiskriteriums ist also eine Invariante
des Punkteeinfiigens, und damit ist 7" nach Einfiigen aller Punkte eine De-
launay-Triangulierung von P. Der einzige mogliche Spezialfall des Einfiigens
tritt auf, wenn ein einzufiigender Punkt p direkt auf einer in 7' vorkommen-
den Kante liegt. Diesen Fall darf man aber getrost ignorieren und eins der
p enthaltenden Dreiecke spalten, da das entstehende ,,degenerierte® Dreieck
von der folgenden Kantenrotation rektifiziert wird. Der vollstandige Algorith-
mus zur Delaunay-Triangulierung einer Punktmenge P ist in Algorithmus 2.4
angegeben:
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Eingaben:
e Eine Punktmenge P C R?.

Lokale:

e Eine Funktion findConvexHull: P(R*) — P(R?), P — CH, die die
Menge CH derjenigen Punkte aus P liefert, die die konvexe Hiille von
P aufspannen.

e Eine Funktion triangulate: P(R*) — T, P — T € T(P), die eine
beliebige Triangulierung 7' der Punktmenge P erzeugt.

e Eine Funktion getFdges: T — K, T € T(P) —» K C K(P), die die
Menge K aller Kanten einer Triangulierung 7' liefert.

e Eine Funktion insertVertez: T x R* — T x P(K), (T € T(P),p ¢
P) l—><T’ € T(P U {p}), K C /C(P U {p})), die einen Punkt p in eine
Triangulierung einfiigt und die drei Kanten des gespaltenen Dreiecks
zuriickliefert.

Ausgaben:
e Eine Delaunay-Triangulierung D € T(P) der Punktmenge P.

CH := findConvexHull(P); /* Bestimme duflere Punkte von P */
T := triangulate(CH); /* Trianguliere die konvexe Hiille */
T := rotateSuspectEdges(T, getFdges(T)));
/* T ist nun Delaunay-Triangulierung der Punktmenge CH */
while CH # P do /* Solange noch Punkte einzufiigen sind */
begin
p:€ P\ CH; /[* Wahle einen einzufiigenden Punkt */
CH := CH U{p}; /* Fiige p in die Punktmenge CH ein */
(T, K) := insertVertex(T,p); /* Fige p in die Triangulierung ein */
T := rotateSuspectFdges( T ,K);
/* T ist wieder Delaunay-Triangulierung von CH */
end
return 7'

Algorithmus 2.4: Delaunay-Triangulierung einer Punktmenge P.

Zum Aufwand von Algorithmus 2.4: Fir |P| = n kann die konvexe Hiille
von P in O(nlogn) Schritten bestimmt werden. Ist die Anzahl der Punkte
aus P auf dem Rand der konvexen Hiille gleich &, so hat die Triangulierung
der konvexen Hiille £ — 3 innere Kanten, und der initiale Rotationsschritt ist

nach O(k — 3) = O(n) Schritten beendet. Enthalt die aktuelle Triangulie-
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rung T' n Punkte, davon k£ auf dem Rand der konvexen Hiille, dann enthélt
T 2n —2—k = O(n) Dreiecke. Das einen Punkt p enthaltende Dreieck ¢ € T
kann durch geeignete Verfahren in O(log(2n — 2 — k)) = O(logn) Schritten
gefunden werden. Der Erwartungswert des Zeitaufwandes fiir die Wiederher-
stellung des Globalen Umkreiskriteriums ist nach einem Satz von Knuth [17]
konstant, daher ist die erwartete Zeitkomplexitat des gesamten Algorith-
mus O(nlogn). Auch wenn die erwartete Zeitkomplexitat die gleiche ist wie
bei Erzeugung der Delaunay-Triangulierung durch klassische Verfahren, er-
warten wir trotzdem nicht, daBl dieser Algorithmus genauso schnell ist. Wir
verwenden ihn dennoch, da der Algorithmus ebenso zur iterativen Anderung
einer Triangulierung durch Einfiigen oder Entfernen von Punkten benutzt
werden kann; ein Problem, das in dem von uns verwendeten Iterationsver-
fahren in jedem Schritt auftaucht. Unsere momentane Implementierung be-
nutzt dariitberhinaus einen einfachen, linearen Algorithmus zur Auffindung
des einen Punkt enthaltenden Dreiecks, daher ist die erwartete Zeitkom-
plexitat in unserem Fall nur O(n?), was sich aber fiir siamtliche Testfille
(n <4.000) als schnell genug erwiesen hat.

2.3.2 Datenabhingige Triangulierungen

Obwohl die Benutzung von Delaunay-Triangulierungen als Verbindungsmen-
gen von linearen Splines eine gute erste Wahl fiir die Approximation unbe-
kannter Funktionen ist, 1a8t sich doch zeigen, dafl die Delaunay-Triangulie-
rungen nur fiir eine einzige Klasse bivariater Funktion wirklich optimal sind:
fiir die rotationssymetrischen Parabeln f(z,y) := ((:z: —x0)* + (y — yO)Q_) a
fiir beliebige a, o und yp.

Die datenabhingige Triangulierung, d.h. die Erzeugung einer optimalen
Triangulierung fiir einen approximierenden linearen Spline mit festgelegtem
Kontrollpunkttupel, ist selbst wiederum ein Optimierungsproblem, welches
mit den gleichen Methoden behandelt werden kann wie unser (allgemeineres)
Problem der optimalen Linearen-Spline-Approximation. Larry L. Schumaker
beschreibt in seinem Artikel [11] den Einsatz von Simulated Annealing fiir die
datenabhingige Triangulierung. Unser Algorithmus behandelt die Optimie-
rung der Verbindungsmengen parallel zur Optimierung der Vertexplazierung;
der Fall der datenabhéngigen Triangulierung ist als Spezialfall enthalten.
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Kapitel 3

Algorithmen und
Datenstrukturen

In diesem Kapitel beschreiben wir die im Rahmen unseres Verfahrens ange-
wendeten Algorithmen und die zugrundeliegenden Datenstrukturen.

3.1 Der Approximierungsalgorithmus

Wir beginnen unsere Darstellung mit einer Gesamtiibersicht des Approxi-
mierungsalgorithmus (siehe Algorithmus 3.1); die folgenden Abschnitte be-
handeln die einzelnen Schritte und Unteralgorithmen im Detail.

Eingaben:

e Eine zu approximierende Streudatenmenge S C (R” x R™).

e Die Anzahl N € N der Vertizes in der Approximation.

e (Optional) Ein linearer Spline agup, € LS, m(N') mit N' < N Verti-
zes, der die néchstniedrigere Stufe in einer Approximationshierarchie
darstellt.

e Faktoren f,, fi € R™ und eine Wahrscheinlichkeit p, € [0, 1], die Para-
meter fiir den Algorithmus zur Anderung einer aktuellen Konfiguration
sind (siehe Abschnitt 3.4).

e Die Wahrscheinlichkeit po € (0,1), mit der ein schlechter Iterations-
schritt zu Beginn der Iteration akzeptiert werden soll.

e Ein Faktor f; € (0,1), der den Abfall der Temperatur k7" im Verlauf

der Iteration bestimmt.
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Lokale:

Ein linearer Spline @ € LS, ,,(N) mit N Vertizes, der die aktuelle
Konfigurations des Optimierungsalgorithmus darstellt.

Eine Menge B C S von im Verlauf der Iteration fix bleibenden Kon-
trollpunkten.

Eine Funktion initialConfiguration: P(R™ x R™) x N x LS, ,(N') x
[0,1] = LS,.(N) x P(R" x R™), die die initiale Approximation einer
Streudatenmenge und die Menge fixer Kontrollpunkte bestimmt (siehe
Abschnitt 3.2).

Eine Zahl kT € R*, die die momentane Temperatur des Simulated-
Annealing-Algorithmus beschreibt.

Eine Funktion estimate Temperature: Rt x RT x [0, 1] x P(R™ x R") x
LS,.n(N)x P(R* x R™) x (0,1) — R*, die die initiale Temperatur
der Iteration bestimmt (siehe Abschnitt 3.3).

Die Zahl temperatureSteps € N der Iterationsschritte, nach denen die
aktuelle Temperatur k7" um den Faktor f; verringert wird.

Die Zahl steps € Ng der bisherigen Iterationsschritte.

Ein Pradikat islterationFinished, das das Ende der Iteration bestimmt.
Ein Abstandswert £ € Rt und die Anderung AE € R dieses Wertes
im aktuellen Schritt.

Eine Funktion caleDistance: P(R® x R™) x LS, ,, — R*, (S,a) — F,
die den Abstand F eines linearen Splines a von der durch a approxi-
mierten Streudatenmenge S bestimmt. Gewohnlich benutzen wir hier
die in Abschnitt 2.2 definierte Variation der L?-Metrik; prinzipiell kann
aber jede beliebige Metrik benutzt werden.

Eine probabilistische Funktion changeConfiguration: Rt x Rt x [0, 1] x
P(R" x R™) x LS, »(N) x P(R" x R") — LS, ,(N), die einen Ite-
rationsschritt auf einen linearen Spline anwendet und den gednderten
Spline zuriickgibt (siehe Abschnitt 3.4). Informationen, wie der Itera-
tionsschritt riickgdngig gemacht werden kann, werden im Undo-Puffer
des Ergebnissplines abgelegt (sieche Abschnitt 3.5.4).

Eine Funktion clearUndoBuffer: LS, n(N) — LS, ..(N), die den Un-
do-Puffer eines linearen Splines 16scht und somit alle zuriickliegenden
Anderungen des Splines endgiiltig akzeptiert (siche Abschnitt 3.5.4).
Eine Funktion undoLastChange: LS, (N) — LS, .»(N), die die letzte
Anderung eines linearen Splines zuriicknimmt, sofern der Undo-Puffer
des Splines nicht zuvor geloscht wurde (siehe Abschnitt 3.5.4).
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Ausgaben:
e Ein linearer Spline a € LS, ,,(N) mit N Vertizes, der die Streudaten-
menge S (hoffentlich) optimal approximiert.

(a, B) := initialConfiguration(S, N, asub, p);
kT := estimate Temperature(f,, fi,p., S, a, B, po);
temperatureSteps = 5(N — |B|); /* Schritte pro Temperatur */
steps := 0;
while not islterationFinished do
begin
E := caleDistance(S,a); /* Bisheriger Abstand */
a := changeConfiguration(f,, fi, pr, S, a, B);
AE := calcDistance(S,a) — E; /* Anderung dieses Schrittes */
if AE <0 then /* Guter Schritt */
a := clearUndoBuffer(a); /* Akzeptiere Schritt */
else /* Schlechter Schritt */
if prob (e‘AE/kT) then
a = clearUndoBuffer(a); /* Akzeptiere Schritt trotzdem */
else
a := undoLastChange(a); /* Mache Schritt riickgangig */
steps := steps + 1;
if steps mod temperatureSteps = 0 then
kT := kT -ty; /* Verringere Temperatur um Faktor ¢; */
end
return a;

Algorithmus 3.1: Der Approximierungsalgorithmus.

Die Definition des Pradikats islterationFinished, das das Ende der Itera-
tion bestimmt, kann im wesentlichen auf zwei Arten erfolgen:

e Man kann die Iteration fiir eine festgelegte Zahl numberOfSteps von
Schritten laufen lassen. In diesem Fall hitte das Pradikat die Form
steps < numberOfSteps. Wir benutzten diese Methode des Abbruchs
fiir alle Experimente in Kapitel 4, um die Abstandsfunktionen der Ex-
perimente besser vergleichen zu kénnen.

e Man kann die Iteration solange laufen lassen, bis der Simulated-Anne-
aling-Algorithmus gegen ein (hoffentlich globales) Minimum konver-
giert ist. Um die Konvergenz zu entscheiden, benutzen wir folgen-
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des Kriterium: Die Iteration wird beendet, wenn wahrend der letz-
ten numZeroSteps Schritte kein einziger Schritt mehr vom Algorithmus
akzeptiert wurde. In unseren Experimenten setzen wir numZeroSteps

gleich 2.000.

3.2 Erzeugung einer Startkonfiguration

Um eine initiale Konfiguration fiir einen eine Streudatenmenge S approximie-
renden linearen Spline a € LS, ,,(N) mit N Kontrollpunkten zu bestimmen,
definieren wir zuerst eine Basismenge B C S von Vertizes aus S, die bei jeder
Anderung der Konfiguration von a im Verlauf der Iteration erhalten bleiben
mufl. Wir verlangen, dafl alle von unserem Algorithmus erzeugten Appro-
ximationen stets iiber der konvexen Hiille der gegebenen Streudatenmenge
definiert sind. Um dies zu gewahrleisten, miissen alle duBeren Vertizes von
S (definiert wie in Abschnitt 1.1) in der Basismenge B enthalten sein. Wird
dem Approximationsalgorithmus eine Unterapproximation asup € LS, m(N')
mit N' < N Kontrollpunkten iibergeben, dann enthilt die Vertexplazierung
VON dgyp, bereits alle auBeren Vertizes von S und wir definieren diese Vertex-
plazierung als die Basismenge B. Anderenfalls definieren wir B als genau die
Menge der dufleren Punkte von S.

Im zweiten Schritt erzeugen wir eine Konfiguration fiir a, die die Menge
B als Vertexplazierung hat. Im univariaten Fall ist diese Konfiguration durch
B festgelegt; im bivariaten Fall erzeugen wir eine Delaunay-Triangulierung
der Stellen aus B als Simplexnetz. Ist B durch eine Unterapproximation agyy,
bestimmt, kopieren wir in beiden Fallen das Simplexnetz von agyp.

Im dritten Schritt wird die Konfiguration von a durch Einfiigen der tibri-
gen N — | B| Kontrollpunkte vervollstandigt. Hierzu wahlen wir jeweils einen
neuen Vertex zuféllig aus der Menge S aus und fiigen ihn durch den in Ab-
schnitt 3.4.2 beschriebenen Algorithmus in die aktuelle Konfiguration von a
ein. Ist im bivariaten Fall keine Unterapproximation gegeben, oder ist die
Wahrscheinlichkeit p, gleich null'; dann stellen wir die Delaunay-Bedingung
der initialen Konfiguration nach dem FEinfiigen jedes neuen Kontrollpunkts
wieder her (siehe Abbildung 3.1). Im anderen Fall, wenn also eine Unter-
approximation gegeben ist und p, grofler als null ist, gehen wir davon aus,
daf} die Konfiguration von agy, eine optimale datenabhéngige Triangulierung

!Dann wird im Verlauf der Iteration die Delaunay-Bedingung des Simplexnetzes er-
zwungen (siehe Abschnitt 1.3).
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Abbildung 3.1: Erzeugung einer initialen Konfiguration. 1) Bestimmung der
auBeren Vertizes von S; 2) Delaunay-Triangulierung von B; 3) Einfiigen ei-
nes weiteren Vertex (die gestrichelten Kanten verletzen die Delaunay-Bedin-
gung); 4) Wiederherstellung der Delaunay-Bedingung durch Rotation zweier
Kanten.

enthéalt. Eine Erzwingung der Delaunay-Triangulierung wiirde dann diese op-
timale Triangulierung zerstoren (siehe Abbildung 3.2). Experimente haben
gezeigt, dafl diese Annahme in der Regel wahr ist. Algorithmus 3.2 gibt dieses
Verfahren im Detail an:

Eingaben:

e Eine Streudatenmenge S C (R™* x R™).

e Eine Zahl N € N von Kontrollpunkten.

e (Optional) Ein linearer Spline asup = (@sub.V, dsub-SM) € LS, . (N')
mit N’ < N Kontrollpunkten, der eine niedrigere Stufe in einer Appro-
ximationshierarchie darstellt.

e Die Wahrscheinlichkeit p, € [0,1], mit der im Algorithmus zur Ande-
rung der aktuellen Konfiguration Kanten rotiert werden (siehe Ab-
schnitt 3.4).

Lokale:

e Ein linearer Spline a = (a.V,a.SM) € LS, .

e Die Menge B C a.V der fixen Kontrollpunkte von a.

e Ein Flag enforceDelaunay € {0,1}, das angibt, ob die Delaunay-Be-
dingung beim Einfiigen von Vertizes aufrechterhalten werden soll.

e Eine Funktion createSimplexMesh: P(R™ x R™) — CS,, V — SM,
die das Simplexnetz SM einer Vertexplazierung V' bestimmt. Im biva-
riaten Fall berechnet createSimplexMesh eine Delaunay-Triangulierung
der Vertexplazierung V.

e Eine Funktion insertVertex: LS, (k) x (R* x R™) — LS, .(k + 1),

(a,v) — @', die einen Vertex v in einen linearen Spline a einfiigt.
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e Eine Funktion restoreDelaunayProperty: LS, ,(N) — LS, n(N), a —
a', die die Delaunay-Bedingung des Simplexnetzes von a wiederher-
stellt.

Ausgaben:
e Die initiale Konfiguration a € LS, ,,(N).
e Die Menge B C a.V der fixen Kontrollpunkte von a.

if N' >0 then /* Ist as,, gegeben? */
begin
/* Kopiere die Konfiguration von ag,p: */
a.V:=B = asw.V;
a.SM = ag,.SM,;
enforceDelaunay := (p, = 0);
end
else
begin
/* Erzeuge eine Basiskonfiguration aus der konvexen Hiille von S: */
a.V := B := getExteriorVertices(S);
a.SM := createSimplexMesh(B);
enforceDelaunay = 1;
end
while |a.V| < N do
begin
v:e S\ a.V; [* Wihle einen neuen Vertex v */
a := insertVertex(a,v); /* Fiige v in a ein */
if enforceDelaunay = 1 then
a := restoreDelaunayProperty(a);
end
return (a, B);

Algorithmus 3.2: Erzeugung einer Startkonfiguration.

Im univariaten Fall ist eine vermeintlich bessere Methode zur Frzeugung
einer initialen Konfiguration denkbar: Wir kénnten die neuen Vertizes aus S
so auswihlen, dafl die Kontrollpunkte der vollstandigen initialen Konfigura-
tion von a anndhernd uniform tiber die konvexe Hiille von S verteilt sind.
Experimente haben jedoch ergeben, dafl diese nahezu uniformen Kontroll-
punktverteilungen, obwohl sie in der Regel besser als die rein zufélligen sind,
nachteilige Auswirkungen auf den Verlauf der Gesamtiteration haben. Es ist
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1 ° 2 3

Abbildung 3.2: Erzeugung einer initialen Konfiguration. 1) Bestimmung der
Vertizes einer Unterapproximation asup; 2) Kopieren des Simplexnetzes von
asub; 3) Einfligen eines weiteren Vertex ohne Erzwingung der Delaunay-Be-
dingung.

somit giinstiger, mit einer auch im univariaten Fall rein zufélligen initialen
Konfiguration zu starten.

Eine weitere Variation des Verfahrens versucht, eine ,optimale“ initiale
Konfiguration zu erzeugen. Hierbei wird als nachster einzufiigender Vertex
stets derjenige Vertex der Streudatenmenge ausgewahlt, der den gréfiten Ab-
stand von der momentanen Konfiguration von a hat. Der Abstand eines Ver-
tex wird hierbei noch mit der Wurzel des Volumens des Simplizes gewichtet,
der die Stelle des Vertex enthilt. Experimente haben gezeigt, dafi auf diese
Art sehr gute initiale Konfigurationen erzeugt werden konnen. Leider sind
auf diese Art erzeugte Konfigurationen aber zu gut, da der Iterationsprozef
nun nahe eines lokalen Minimums startet; in der Regel wird eine auf diese Art
gestartete Iteration bereits nach kurzer Zeit von einer rein zuféllig gestarte-
ten Iteration ,iiberholt“. In der Praxis ist eine solche optimale Bestimmung
der initialen Konfiguration also ihren Aufwand nicht wert.

3.3 Bestimmung der Temperaturfunktion

Zwei Schritte sind zur Bestimmung der Temperaturfunktion notwendig:
e Man muf} die initiale Temperatur bestimmen.

e Man muf entscheiden, wie (und wie schnell) die Temperatur im Verlauf
der ITteration gesenkt werden soll.

Eine verntinftige Strategie zur Bestimmung der initialen Temperatur ist
die Schéatzung des Erwartungswertes der Fehlererh6hung bei Ausfithrung ei-
nes lterationsschrittes aus dem Startzustand der Approximation. Ist dieser
Erwartungswert gleich A Fy, und ist py € (0,1) die vom Benutzer angegebene
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Wahrscheinlichkeit, mit der ein ,erwartet schlechter® Schritt zu Beginn der

Iteration akzeptiert werden soll, dann berechnet sich die initiale Temperatur
N

. logpo ™ . .
Zur Bestimmung des Erwartungswertes AFy wenden wir eine gewisse

Anzahl von Schritten des Iterationsalgorithmus jeweils auf die initiale Kon-
figuration an (d.h., wir machen die Ergebnisse dieser Schritte jeweils wieder
riickgangig) und bestimmen das arithmetische Mittel aller Anderungen AF
dieser Schritte. Algorithmus 3.3 gibt dieses Verfahren an:

nach der Boltzmann-Formel p = e 2E/5T 7y kT =

Eingaben:

e Faktoren f,, f; € R* und eine Wahrscheinlichkeit p, € [0, 1], die Para-
meter fiir den Algorithmus zur Anderung einer aktuellen Konfiguration
sind (siehe Abschnitt 3.4).

e Eine Streudatenmenge S C (R” x R™).

e Ein initialer linearer Spline a € LS, ,,(N), der S approximiert.

e Fine Menge B C S von wéhrend der Iteration fix bleibenden Kontroll-
punkten.

e Die Wahrscheinlichkeit po € (0,1), mit der ein erwartet schlechter
Schritt zu Beginn der Iteration akzeptiert werden soll.

Lokale:

e Der Erwartungswert AF, € R der Anderung des AbstandmaBes.

e Eine Zahl ¢ € N.

e Der urspriingliche Abstand £ € R* des linearen Splines a von der
Streudatenmenge S.

e Die Anderung AE € R des Abstands von a und S im letzten Schritt.

e Funktionen calcDistance, changeConfiguration und undoLastChange
wie definiert in Abschnitt 3.1.

Ausgaben:
e Die initiale Temperatur &7
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AFEy:=0; /* Erwartete Anderung des AbstandmafBes */
for 7 :=1 to 100 do
begin
E := caleDistance(S,a); /* Urspriinglicher Abstandswert */
a := changeConfiguration(f,, fi,pr, S, a, B); [* Iterationsschritt */
AE := caleDistance(S,a) — E; /* Anderung dieses Schrittes */
a := undoLastChange(a); /* Mache Schritt riickgangig */
AEy:= AEy + AE/100;
end
return —AFy/ log po;

Algorithmus 3.3: Bestimmung der initialen Temperatur.

Die Anwendung von 100 Schritten des Iterationsalgorithmus zur Schatzung
des Erwartungswertes A Fy hat sich als ausreichend erwiesen.

Nachdem die initiale Temperatur wie oben gezeigt bestimmt ist, muf
nun entschieden werden, wie die Temperatur im Verlauf der Iteration ge-
senkt werden soll. Wir haben entschieden, die Temperatur fiir eine feste
Zahl von Schritten konstant zu lassen und danach mit einem festen Fak-
tor fi € (0,1) zu multiplizieren. Die Zahl der Schritte definieren wir als
temperatureSteps := 5<N — | B]), fiinf mal die Anzahl der beweglichen Kon-
trollpunkte des linearen Splines a; der Faktor f; wird als Eingabe an den Op-
timierungsalgorithmus {ibergeben. Experimente haben gezeigt, dafl bei Ver-
wendung dieser Heuristiken vergleichbare Iterationsverlaufe bei konstanten
po und f; und variierenden N entstehen.

3.4 Veranderung der aktuellen Konfiguration

Der Kern des Simulated-Annealing-Verfahrens ist der in jedem Iterations-
schritt angewandte Algorithmus zur Anderung der aktuellen Konfiguration.
Prinzipiell kann hierzu jeder Algorithmus verwendet werden, sofern er nur
nichtdeterministische Elemente enthilt; wir verwenden jedoch einen drei-
schrittigen Algorithmus, der sich in allen Experimenten als duflerst erfolg-
reich erwiesen hat. Die drei Schritte dieses Algorithmus zur Anderung der
Konfiguration eines linearen Splines a sind: Rotation einer Kante des Sim-
plexnetzes von a; ,globales“ Bewegen eines Kontrollpunktes von a; ,lokales®
Bewegen eines Kontrollpunktes von a.
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Zuerst wird anhand einer konstanten Wahrscheinlichkeit p, € [0, 1] be-
stimmt, ob im aktuellen Schritt eine Kante rotiert werden soll. Durch die
Wahl von p, kann das Verhalten des Algorithmus im bivariaten Fall wie in
Abschnitt 1.3 diskutiert beeinfluft werden: Fiir p, = 0 werden nie Kanten ro-
tiert, und der Algorithmus erzwingt eine Delaunay-Triangulierung wihrend
der gesamten Iteration; im anderen Extremfall p. = 1 werden nie Vertizes
bewegt, und der Algorithmus ,,degeneriert” zu einem Algorithmus zur daten-
abhdngigen Triangulierung (siehe Abschnitt 2.3.2). Fiir alle anderen Werte
von p, werden sowohl Kanten rotiert als auch Vertizes bewegt, und der Algo-
rithmus bestimmt simultan eine optimale Vertexplazierung und ein optimales
Simplexnetz. Im univariaten Fall ist p, stets gleich null, da hier das Simplex-
netz bereits durch die Vertexplazierung eindeutig festgelegt ist.

Soll im aktuellen Schritt eine Kante rotiert werden, dann bestimmt der
Algorithmus zuféllig eine Kante des aktuellen Simplexnetzes, die die Dia-
gonale eines konvexen Vierecks ist. Dies stellt sicher, dafl die Kante rotiert
werden kann, ohne dafl das Simplexnetz degeneriert. Anschlielend wird diese
Kante rotiert und die neue Konfiguration des linearen Splines zuriickgegeben.

Soll im aktuellen Schritt ein Vertex bewegt werden, dann wird zunachst
ein beweglicher Vertex v des Splines a zuféllig bestimmt und das Volumen des
Platelets von v berechnet. Ist dieses Volumen kleiner als f,-F, der momentane
Abstand von a und S, dann entscheiden wir, dal v in einer ,flachen® Region
der Streudatenmenge S liegt und damit an der aktuellen Stelle tiberfliissig
ist. Wir bewegen v dann ,global® an eine zuféllig bestimmte andere Stelle
innerhalb der konvexen Hiille von S (siehe Abschnitt 3.4.2). Ist das Volumen
des Platelets von v groBer als oder gleich f, - E, dann entscheiden wir, da8
v in einer ,wichtigen® Region, also einer Region hoher Kriimmung, liegt; wir
versuchen dann die Position von v weiter zu verbessern, indem wir v um eine
kleine Distanz, also ,lokal“, bewegen (siehe Abschnitt 3.4.3).

Eine Gesamtiibersicht des Algorithmus zur Anderung der aktuellen Kon-
figuration ist in Algorithmus 3.4 angegeben; die folgenden Abschnitte behan-
deln die einzelnen Schritte im Detail:

Eingaben:
e Ein Faktor f, € R*, der die Entscheidung zwischen globalen und loka-
len Vertexbewegungen beeinfluf}t.
e Ein Faktor f; € R*, der die maximale Schrittweite lokaler Vertexbe-
wegungen beeinflufit (sieche Abschnitt 3.4.3).
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Die Wahrscheinlichkeit p,. € [0, 1], mit der im aktuellen Iterationsschritt
eine Kante rotiert wird.

Eine Streudatenmenge S C (R™ x R™).

e Ein linearer Spline a = (a.V,a.SM) € LS, ,(N), der S approximiert.
e Die Menge B C a.V der fixen Kontrollpunkte von a.

Lokale:

e Eine Kante k € CF,,.

e Eine Funktion getQuadDiagonal: LS, ,, — CE,, a — k, die eine Dia-
gonale eines konvexen Vierecks aus dem Simplexnetz von a liefert.

e Eine Funktion rotateFdge: LS, ,(N)x CE, — LS, »(N)xCE,, (a,k) —
(a’, k'), die eine Kante k aus dem Simplexnetz eines linearen Splines a
rotiert, falls diese Kante die Diagonale eines konvexen Vierecks ist. Die
Funktion gibt den gedanderten Spline a’ und die rotierte Kante &’ zuriick.

e Ein Vertex v € (R" x R™).

e Der momentane Abstand ' € R* des linearen Splines a von der Streu-
datenmenge S.

e Das Volumen vP € R* des Platelets von v in a (sieche Abschnitt 3.4.1).

e Eine Funktion calcPlatelet Volume: LS, ,, x (R* xR™) = R*, (a,v) —
vP, die das Volumen vP des Platelets eines Vertizes v in einem linearen
Spline a berechnet (siehe Abschnitt 3.4.1).

e Eine Funktion move VertexGlobally: P(R™ x R™) x LS, »(N) x (R" x
R™) — LS, .(N), (a,v) — d', die einen Vertex v eines linearen Spli-
nes a an eine zufillig bestimmte neue Stelle aus S bewegt (siche Ab-
schnitt 3.4.2).

e Eine Funktion moveVertexLocally: P(R™ x R™) x LS, »(N) x (R" x
R™) x Rt — LS, .(N), (S,a,v, fi) — d', die einen Vertex v eines
linearen Splines a an eine zuféllig bestimmte neue Stelle aus S nahe
seiner aktuellen Stelle bewegt (siehe Abschnitt 3.4.3).

e Eine Funktion restoreDelaunayProperty: LS, m(N) — LS, n(N), a
a’, die die Delaunay-Bedingung des Simplexnetzes von a wiederher-
stellt.

Ausgaben:
e Der lineare Spline a € LS, ,,(N) nach der Anderung seiner Konfigu-
ration. Informationen zur Zuriicknahme der Anderung sind im Undo-
Puffer von a abgelegt.
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if prob(p,) then
begin
/* Rotiere eine Kante: */
k := getQuadDiagonal(a); /* Wahle zuféllige Kante */
(a,k) := rotateFdge(a,k); /* Rotiere die Kante */
end
else
begin
/* Bewege einen Vertex: */
v:€a.V\ B; /* Wahle einen beweglichen Vertex v */
FE := calcDistance(S, a);
vP := calcPlatelet Volume (a,v);
if vP < f,- F then /* Ist das Platelet flach? */
a := move VertexGlobally (S, a,v);
else
a := move VertexLocally (S, a,v, fi);
if p. = 0 then /* Delaunay-Bedingung stets aufrechterhalten? */
a := restoreDelaunayProperty(a);
end

Algorithmus 3.4: Veranderung der aktuellen Konfiguration.

3.4.1 Abschitzung des ,,Volumens* eines Platelets

Um zu entscheiden, ob ein Vertex v momentan in einer unwichtigen, d.h.
flachen, oder in einer wichtigen, d.h. stark gekriimmten, Region der Streu-
datenmenge S liegt, schitzen wir das ,, Volumen® des Platelets von v. Hierzu
bestimmen wir eine Minimale-Quadrate-Hyperebene H, die alle v umgeben-
den Vertizes approximiert, und den Punkt p, der an der gleichen Stelle wie v
in der Hyperebene H liegt. Mit anderen Worten, p ist die Projektion von v
auf H in Ordinatenrichtung. Wir definieren dann weiterhin s als den Abstand
zwischen v und p, und A als die Flache des Platelets von v. Abbildung 3.3
illustriert diese Definitionen fiir den bivariaten Fall.

Eine mégliche Definition des ., Volumens® des Platelets von v wére dann
das Volumen der ,Hyperpyramide® mit Grundfliche A und Hohe h. Dieses
Volumen wére gegeben durch A - ~/2 im univariaten Fall und durch A - h/3
im bivariaten Fall. Um das Volumen jedoch mit der von uns verwendeten L2-
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Abbildung 3.3: Abschatzung des Volumens des Platelets eines Vertizes v.

Metrik vergleichbar zu machen, definieren wir das Volumen vP im univariaten

Fall als vP := /A - h?/2 und im bivariaten Fall als vP := /A - h?/3.

3.4.2 Globale Bewegung eines Vertizes

Ist das Volumen vP des Platelets eines Vertizes v kleiner als f, - F/, der mo-
mentane Abstand von ¢ und S, dann entscheiden wir, daf v in einer ,,flachen*
Region der Streudatenmenge S liegt und damit an der aktuellen Stelle iiber-
fliissig ist. Wir bewegen v dann ,global® an eine zufillig bestimmte andere
Stelle innerhalb der konvexen Hiille von S. Diese Methode der Anderung
stellt sicher, daBl im Verlauf der Iteration nur so wenig Vertizes wie moglich
an flachen Stellen von S verbleiben.

Um die Konfiguration eines linearen Splines a durch eine globale Bewe-
gung des Vertizes v zu dandern, gehen wir wie folgt vor:

1. Wir entfernen den Vertex v an seiner momentanen Stelle aus der Kon-
figuration von a. Genauer gesagt entfernen wir v aus der Vertexplazie-
rung von a, und wir entfernen alle Simplizes aus der Verbindungsmenge
von a, die v als Eckpunkt haben (wir entfernen also genau das Platelet
von v).

2. Wir fiillen das entstandene ,,Loch® im Simplexnetz durch Einfiigen neu-
er Simplizes. Im univariaten Fall fiigen wir das Intervall ein, das die
Stellen der ehemaligen Nachbarn von v als Grenzen hat; im bivariaten
Fall retriangulieren wir das ehemalige Platelet von v mit einer beliebi-
gen Triangulierung.

3. Wir fiigen den Vertex v an seiner neuen Stelle in die Konfiguration
von a ein, indem wir denjenigen Simplex ¢ der Verbindungsmenge spal-
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ten, der die neue Stelle enthélt. Wir fiigen v in die Vertexplazierung
ein und ersetzen ¢ durch die neuen Simplizes, die v mit seinen neuen
direkten Nachbarn verbinden. Im univariaten Fall ersetzen wir das In-
tervall [vy.s, ve.s] durch die Intervalle [vy.s,v.s] und [v.s, va.s], wobei vy
und v, die neuen linken bzw. rechten Nachbarn von v sind. Im biva-
riaten Fall ersetzen wir das Dreieck (v1.s,vq.5,vs.8) durch die Dreiecke
(v1.8,v9.8,05), (V1.5,03.8,vs) und (v2.8,v3.8,v5), wobei vy, vy und v3 die
neuen direkten Nachbarn von v sind.

. Ist die Wahrscheinlichkeit p,, mit der im Anderungsalgorithmus Kanten

rotiert werden, gleich null, dann stellen wir nach der globalen Bewegung

die Delaunay-Bedingung des Simplexnetzes von a durch Kantenrotatio-
nen wieder her (siehe [17]).

Abbildung 3.4 illustriert diese Schritte fiir den bivariaten Fall.

Abbildung 3.4: Globale Vertexbewegung im bivariaten Fall. 1) Initialzustand;
2) Entfernen des Vertex; 3) Fiillen des Loches; 4) Einfiigen des neuen Vertizes;
5) Wiederherstellen der Delaunay-Bedingung (optional).

Es gibt einen Sonderfall bei der globalen Vertexbewegung im bivariaten

Fall zu beachten: Eine neue Stelle, die direkt auf einer im Simplexnetz vor-
kommenden Kante k liegt, mufl gesondert behandelt werden, da das diese

Stelle enthaltene Dreieck nicht auf die iibliche Weise gespalten werden kann.
Ist die Kante k Teil des Randes der konvexen Hiille der Streudatenmenge S,
dann mufB das die neue Stelle enthaltene Dreieck in zwei Teile gespalten
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werden; ist k& andererseits eine innere Kante, d.h. eine Kante, die von zwei
Dreiecken geteilt wird, dann miissen beide k& teilenden Dreiecke in jeweils
zwel Teile gespalten werden. Wenn andererseits p, gleich null ist, wenn also
wahrend der gesamten Iteration Delaunay-Triangulierungen benutzt werden,
kann man letzteren Fall getrost ignorieren: Man kann eines der die neue Stelle
enthaltenen Dreiecke wie iiblich spalten (und somit ein degeneriertes Dreieck
erzeugen), da der anschlieBende Kantenrotationsschritt die Triangulierung
wieder rektifiziert.

Unser Algorithmus benutzt momentan einen sehr einfachen Mechanis-
mus, um mit diesem Problem fertigzuwerden: Ist p, gleich null, verbieten wir
globale Bewegungen zu einer auf dem Rand der konvexen Hiille liegenden
Stelle; ist p, groBer als null, verbieten wir zusétzlich globale Bewegungen zu
einer auf einer existierenden Kante liegenden Stelle.

Algorithmus 3.5 beschreibt das angegebene Verfahren zur globalen Bewe-
gung eines Vertizes im Detail:

Eingaben:
e Eine Streudatenmenge S C (R” x R™).
e Ein linearer Spline a = (a.V,a.SM) € LS, ,(N), der S approximiert.
e Ein Vertex v € a.V, der global bewegt werden soll.

Lokale:

e Eine Funktion removeVertex: LS, .(k) x (R* x R™) — LS, (k — 1),
(a,v) — @', die einen Vertex v aus einem linearen Spline a entfernt und
das entstehende Loch im Simplexnetz wieder fiillt.

e Ein neuer Vertex vNew € S.

e Eine Funktion islnsertionSafe: LS, , x R* — {0,1}, (a,s) — isSafe,
die feststellt, ob ein Vertex an der Stelle s in den linearen Spline a
eingefiigt werden kann.

e Eine Funktion insertVertex: LS, (k) x (R* x R™) — LS, .(k + 1),

(a,v) + a', die einen Vertex v in einen linearen Spline a einfiigt.

Ausgaben:
e Der lineare Spline a € LS, ,,(N) nach der Anderung seiner Konfigu-
ration. Informationen zur Zuriicknahme der Anderung sind im Undo-
Puffer von a abgelegt.
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a := remove Vertex(a,v); /* Entferne v aus a */
do

vNew :€ S; /* Wihle einen neuen Vertex aus S */
while not islnsertionSafe(a, vNew.s);
a := insertVertex(a,vNew); /* Fiige vNew in a ein */
return a;

Algorithmus 3.5: Globale Bewegung eines Vertizes.

3.4.3 Lokale Bewegung eines Vertizes

Ist das Volumen vP des Platelets eines Vertizes v grofler als oder gleich f;- E,
der momentane Abstand von a und 5, dann entscheiden wir, daf} v in einer
»wichtigen® Region, d.h. einer Region hoher Kriimmung, der Streudatenmen-
ge S liegt; wir versuchen dann die Position von v weiter zu verbessern, indem
wir v um eine kleine Distanz, also ,lokal“, bewegen.

Die maximale Schrittweite lokaler Bewegung ist durch zwei Faktoren be-
grenzt: Zum einen bewegen wir einen Vertex v stets nur innerhalb eines
Grenzpolygons. Dieses Polygon wird durch die Vereinigung des Platelets von
v und aller Dreiecke gebildet, die eine Kante mit dem Platelet gemeinsam
haben?. Hierdurch stellen wir sicher, daB ein Vertex v im Zuge seiner lokalen
Bewegung héochstens eine Kante im aktuellen Simplexnetz des linearen Spli-
nes a tberschreitet. Zum anderen begrenzen wir die maximale Schrittweite
durch einen konstanten Faktor f;.

Da die neue Position eines Vertex bei lokaler Bewegung durch zufalli-
ge Auswahl einer Stelle der Streudatenmenge S geschieht, die innerhalb des
Grenzpolygons liegt, wire es schwierig, von vornherein alle Stellen auszu-
schlieflen, die weiter als f; entfernt liegen. Da wir dariiberhinaus ein ,wei-
ches® Abschneiden der Bewegung wiinschen, gehen wir wie folgt vor: Wir
bestimmen eine zufillige Stelle s € S innerhalb des Grenzpolygons von v.
Sei d := ||v.s — s|| der Abstand der Stellen v.s und s, dann akzeptieren wir
die neue Stelle s mit der Wahrscheinlichkeit p := e~(#//)* Hiermit erreichen
wir eine Verteilung der akzeptierten Schrittweiten mit einer glockenférmigen
Kurve, wobei lokale Bewegungen tiber sehr kurze Distanzen mit einer Wahr-

2Wir erlauben einem Vertex das Verlassen seines Platelets im Zuge lokaler Bewegung,
da Experimente gezeigt haben, daff anderenfalls anfanglich schlechte Konfigurationen nur
schwierig {iberwunden werden kdnnen.
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scheinlichkeit von fast eins akzeptiert werden. Wir benutzen keine Normalver-
teilung der Distanzen, da in diesem Falle auch kurze Distanzen mit grofler
Wahrscheinlichkeit abgelehnt wiirden. Wird eine Stelle s abgelehnt, dann
wahlen wir solange neue Stellen innerhalb des Grenzpolygons, bis eine ak-
zeptiert wird oder eine vorher festgelegte Zahl von Versuchen fehlgeschlagen
ist. Im letzteren Fall geben wir als Ergebnis der Anderung den unverinderten
linearen Spline a zuriick.

Um einen Vertex v lokal zu bewegen, kénnte man denselben Algorithmus
wie in Abschnitt 3.4.2 verwenden. Dies wire jedoch nicht geschickt, da die
Anwendung jenes Verfahrens das Simplexnetz um v auch bei sehr kleinen
Bewegungen drastisch verdndern kénnte, da das Simplexnetz im Platelet des
bewegten Vertex bei jeder Bewegung neu erzeugt wird (sieche Abbildung 3.5).

e

Abbildung 3.5: Nachteil bei der globalen Bewegung eines Vertizes tiber eine
kurze Distanz im bivariaten Fall: 1) Initialzustand; 2) Ergebnis nach globaler
Bewegung ohne Wiederherstellung der Delaunay-Bedingung; 3) gewiinschtes
Ergebnis.

Wir gehen davon aus, da} die lokale Konfiguration um einen lokal zu
bewegenden Vertex bereits gut ist; wir verlangen daher, daff diese lokale
Konfiguration durch eine Bewegung iiber eine kurze Distanz so wenig wie
moglich gedandert wird (sieche Abbildung 3.5, Teile 1 und 3). Um dies zu
erreichen, verwenden wir eine andere Methode, um einen Vertex lokal zu
bewegen. Wir lassen einen Vertex auf der Strecke zwischen seiner alten und
seiner neuen Stelle ,rutschen®, wobei der Vertex sozusagen die Kanten, die
ithn mit allen benachbarten Vertizes verbinden, hinter sich schleppt. Wann
immer einer der den Vertex umgebenden Simplizes zu degenerieren droht,
rotieren wir eine Kante des betroffenen Simplizes, bevor wir die Bewegung
des Vertizes fortsetzen. Hierzu bestimmen wir zunéachst die Menge K aller
Kanten, die das Platelet des Vertizes v an seiner urspriinglichen Position
begrenzen. Wiahrend der Bewegung bestimmen wir dann diejenige Kante k €
K, die als nachstes von v iiberschritten wiirde. Im bivariaten Fall sind hierbei
drei Falle zu unterscheiden:
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1. Der Vertex v iiberschreitet die Kante k selbst (siehe Abbildung 3.6).
In diesem Fall miissen wir k& rotieren, bevor wir die Bewegung von v
fortsetzen. Durch die Rotation von k wird das Platelet von v um den
zuvor jenseits von k gelegenen Simplex ¢ erganzt; daher miissen wir
k aus der Menge K entfernen und die anderen Kanten von ¢ in K
einfiigen.

AT 77

Abbildung 3.6: Uberschreiten einer Kante, Fall 1. 1) Initialzustand; 2) vor
weiterer Bewegung von v muf} die Kante k rotiert Werden 3) Zustand dlrekt
nach Rotation von k; 4) Endzustand.

2. Der Vertex v iiberschreitet die von v aus gesehen linke Verlangerung
der Kante k (siehe Abbildung 3.7). In diesem Fall miissen wir diejenige
Kante £y rotieren, die v mit dem rechten Endpunkt von k verbindet.
Durch die Rotation von ky wird der nun jenseits von ky gelegene Sim-
plex ¢ vom Platelet von v abgespalten; daher miissen wir ky in die
Menge K einfiigen und die anderen Kanten von ¢ aus K entfernen.

bRy iraiy

Abbildung 3.7: Uberschreiten einer Kante, Fall 2. 1) Initialzustand; 2) vor
weiterer Bewegung von v muf} die Kante k; rotiert Werden 3) Zustand dlrekt
nach Rotation von kg; 4) Endzustand.

3. Der Vertex v tiberschreitet die von v aus gesehen rechte Verlangerung
der Kante k (siehe Abbildung 3.8). In diesem Fall miissen wir diejenige
Kante k, rotieren, die v mit dem linken Endpunkt von k& verbindet.



3.4. VERANDERUNG DER AKTUELLEN KONFIGURATION 47

Durch die Rotation von ky wird der nun jenseits von ky gelegene Sim-
plex ¢ vom Platelet von v abgespalten; daher miissen wir ky in die
Menge K einfiigen und die anderen Kanten von ¢ aus K entfernen.

NN NaN

Abbildung 3.8: Uberschreiten einer Kante, Fall 3. 1) Initialzustand; 2) vor
weiterer Bewegung von v muf} die Kante k5 rotiert Werden 3) Zustand dlrekt
nach Rotation von ky; 4) Endzustand.

Diese Schritte werden solange wiederholt, wie Kanten aus K von v iiber-
schritten wiirden.

Dieses Verfahren der Vertexbewegung funktioniert fiir Bewegungen tiber
beliebige Distanzen, sogar weit aus dem urspriinglichen Platelet des Vertizes
heraus. Da der Algorithmus aber das gesamte Simplexnetz zwischen der An-
fangsstelle und der Endstelle der Bewegung adndert, und da das endgiiltige
Platelet des Vertizes beide Stellen enthélt und damit bei langen Bewegungen
sehr langgestreckt wird, verwenden wir fiir lange Bewegungen weiterhin den
Algorithmus aus Abschnitt 3.4.2. Algorithmus 3.6 beschreibt das Verfahren
zur lokalen Bewegung eines Vertex im Detail:

Eingaben:
e Eine Streudatenmenge S C (R x R™).
e Ein linearer Spline a = (a.V,a.SM) € LS, ,(N), der S approximiert.
e Ein Vertex v € a.V, der lokal bewegt werden soll.
e Ein Faktor f; € R*, der die maximale Linge der Bewegung beschrankt.
Lokale:
e Ein Flag siteAccepted € {0,1}, das angibt, ob eine neue Stelle fiir den
Vertex v gefunden wurde.
e Eine neue Position vNew € (R” x R") fiir den Vertex v.
e Eine Funktion findLocalVertex: P(R" x R™) x LS, » x (R" x R™) —
(R™ x R™), (S,a,v) — vNew, die einen zufilligen Vertex vNew aus S
im Grenzpolygon von v in a liefert.
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Der Abstand d € R* der bisherigen Stelle von v von einer potentiellen
neuen Stelle.

Eine Funktion islnsertionSafe: LS, , x R* — {0,1}, (a,s) — isSafe,
die feststellt, ob ein Vertex an der Stelle s in den linearen Spline a
eingefiigt werden kann.

e Die Anfangsstelle so € R™ der Vertexbewegung.
e Der Abstandsvektor As € R™ der neuen und alten Stelle von v.
e Die aktuelle Position A € [0, 1] des Vertex v entlang der Bewegungs-

richtung.

e Fine Menge K C CF,, von Kanten aus dem Simplexnetz von a.

e Eine Funktion getSurroundingFdges: LS, . x (R" x R™) — P(CFE,,),

(a,v) — K, die die Menge K der das Platelet von v in a begrenzenden
Kanten liefert.

Der Koeffizient Apin € [0, 1] des Punktes der Bewegung, an dem die
Gerade der nachsten Kante aus K iiberschritten wird.

Die als nachstes iiberschrittene Kante & € CF,,.

Der Koeffizient ¢ € R des Punktes, an dem die Gerade der Kante &
iiberschritten wird. Hierbei ist 4 < 0, wenn der Punkt rechts vom
rechten Endpunkt der Kante liegt (von v aus gesehen), p > 1, wenn
der Punkt links vom linken Endpunkt der Kante liegt, und p € [0, 1],
wenn der Punkt auf der Kante liegt.

Eine Funktion getNextIntersection: P(CE,) x R" x R* — ([0,1] U
{oo}) x CE, x R, (K,s0,As) = (Amin, &k, ), die die nachste Kan-
te k aus K bestimmt, deren Gerade im Verlauf der Bewegung von sg
nach sg + As iiberschritten wird. Wird eine Kante tiberschritten, wer-
den der Koeffizient A, des Schnittpunkts beziiglich der Bewegung,
die Kante k£ und der Koeffizient p des Schnittpunktes beziiglich der
Kante zuriickgegeben, anderenfalls ist Ap;, gleich oo und & und g sind
undefiniert.

Eine Funktion moveVertex: LS, ,(N) x (R* x R™) x (R” x R™) —
LS. m(N), (a,v, vNew) — a’, die einen Vertex v in einem linearen Spli-
ne a auf die neue Position vNew setzt. Hierbei wird nur die Position
des Vertizes gesetzt, die Nachbarschaftsbeziehungen zu anderen Verti-
zes und das Simplexnetz werden nicht geédndert.

Funktionen getLeftFdge, getRightEdge: LS, ., x (R* x R™) x CE, —
CFE.,, (a,v,k) — ko, die diejenige Kante ky aus dem Simplexnetz eines
linearen Splines a zuriickgeben, die den Vertex v und den linken bzw.
rechten Endpunkt der Kante k& verbinden.
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e Ein Simplex ¢ € C5,,.

e Eine Funktion getTransSimplex: LS, , x (R* x R™) x CKE,, — CS,,
(a,v,k) — ¢, die den von v aus gesehen jenseits einer Kante & liegenden
Simplex ¢ in einem linearen Spline a liefert.

e Eine Funktion getSimplexFdges: LS, ,, x CS, — P(CE)), (a,¢) — K,
die die Menge K der einen Simplex ¢ begrenzenden Kanten in einem
linearen Spline a liefert.

e Eine Funktion rotateFdge: LS, (N)x CE, — LS, »(N)xCE,, (a,k) —
(a’, k'), die eine Kante k aus dem Simplexnetz eines linearen Splines a
rotiert, falls diese Kante die Diagonale eines konvexen Vierecks ist. Die
Funktion gibt den gedanderten Spline a’ und die rotierte Kante &’ zuriick.

Ausgaben:
e Der lineare Spline a € LS,,,(N) nach der Anderung seiner Konfigu-
ration. Informationen zur Zuriicknahme der Anderung sind im Undo-
Puffer von a abgelegt.

/* Bestimme einen nahegelegenen neuen Vertex im Grenzpolygon von v: */
vNewAccepted := 0;

do
begin
vNew := findLocalVertex (S, a,v);
d:=||v.s — vNew.s|[;

if prob(e_(d/fl)2) then
vNewAccepted = isInsertionSafe(a, New.s);
end
while vNewAccepted = 0;
/* Bewege v zur neuen Position vNew: */

Sg 1= V.8;
As := vNew.s — Sg;
A= 0;

K := getSurroundingFdges(a,v);
while A < 1 do
begin
(Amin, &, 1) := getNeatIntersection (K, s, As);
if Apin < oo then /* Es wird eine Kante iiberschritten */
begin
if p > 1 then /* v lauft links vorbei */
begin
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/* Rotiere die rechts liegende Kante: */
ky := getRightEdge(a, v, k);
(a,kq) := rotateFdge(a, ks);
/* Aktualisiere die Kantenliste: */
¢ := getTransSimplex (a, v, ky);
K := K\ getSimplexFdges(a,c);
K = KU{k};
end

else if y < 0 then /* v lauft rechts vorbei */
begin
/* Rotiere die links liegende Kante: */
ky := getLeftEdge(a, v, k);
(a, kq) := rotateldge(a, ks);
/* Aktualisiere die Kantenliste: */
¢ := getTransSimplex (a, v, kq);
K := K\ getSimplexFdges(a,c);
K = KU{k};
end

else /* v iiberschreitet k& */
begin
/* Aktualisiere die Kantenliste: */
¢ := getTransSimplex (a, v, k);
K := K U getSimplexzFEdges(a, ¢);
K = K\ {k};
/* Rotiere die iiberschrittene Kante: */
(a, k) := rotateFdge(a, k);
end

end

else /* Keine weiteren Uberschreitungen */
Ai=1;
end /* while A < 1%/
a := moveVertex(a,v, vNew); [* Setze v auf die Endposition */
return a;

Algorithmus 3.6: Lokale Bewegung eines Vertizes.
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3.5 Darstellung linearer Splines

Die Wahl der Datenstrukturen zur Darstellung von Streudatenmengen und
diese approximierenden linearen Splines bestimmt wesentlich die Laufzeit ei-
nes einzelnen Iterationsschrittes und damit die Laufzeit des gesamten Opti-
mierungsalgorithmus. Zur Beschleunigung des Verfahrens ist es daher nétig,
die wichtigsten Grundoperationen des Iterationsschrittes herauszuarbeiten
und die Datenstrukturen fiir diese Operationen zu optimieren. Die folgen-
den Abschnitte beschreiben die von uns verwendete ,,reiche* Datenstruktur,
mit der die meisten Grundoperationen auf linearen Splines in konstanter Zeit
oder zumindest zum Verhéltnis von Streudatenvertizes pro Simplizes propor-
tionaler Zeit ausgefithrt werden kénnen.

3.5.1 Der Aufwand eines Iterationsschrittes

Die Laufzeit des Optimierungsalgorithmus wird vor allem durch zwei Fakto-
ren bestimmt:

1. Nach jeder Anderung der Konfiguration muf der neue Abstand E der
Approximation von der Streudatenmenge bestimmt werden. Wie in Ab-
schnitt 2.2 gezeigt, muB hierzu fiir jeden Streudatenvertex der die Stelle
dieses Vertizes enthaltende Simplex gefunden werden; danach muf} der
Abstand des Vertex vom Simplex bestimmt werden.

2. Die Mehrheit aller Anderungsschritte (in unseren Experimenten zwi-
schen 60 und 80 Prozent der Schritte) im Iterationsverfahren sind loka-
le Vertexbewegungen. Wie in Abschnitt 3.4.3 beschrieben, muf} hierzu
fiir jede Bewegung mindestens ein neuer Streudatenvertex aus der na-
hen Umgebung (genauer: aus dem Grenzpolygon) des zu bewegenden
Vertizes gefunden werden.

Da unser Verfahren in der Regel auf sehr umfangreiche Streudatenmengen
angewendet wird, muf} die Darstellung der linearen Splines fiir diese beiden
Hauptoperationen optimiert werden. Genauere Betrachtung ergibt, dafl die
Kerne dieser Operationen dafl Finden des eine Stelle enthaltenen Simplizes
und das Aufzdhlen aller in einem Simplex enthaltenen Streudatenvertizes
sind.

Wir entschieden deshalb, die Streudatenmenge und den sie approximie-
renden linearen Spline in einer gemeinsamen Datenstruktur abzulegen. Die
Datenstruktur der Splines zerféllt hierbei natiirlich in drei Teile:
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1. Eine Menge von Vertizes, die die Vertexplazierung des Splines bilden.
2. Eine Menge von Simplizes, die das Simplexnetz des Splines bilden.

3. Eine Menge von Kanten, die die Vertizes verbinden und die Simpli-
zes begrenzen. Im univariaten Fall fallen die Kanten mit den Vertizes
zusammen und werden nicht getrennt gespeichert.

Ist diese Grundstruktur festgelegt, dann féllt es leicht, die Untermenge der
in einem Simplex enthaltenen Streudatenvertizes mit diesem Simplex zu as-
soziieren und mit diesem zusammen zu speichern. Bei dieser Methode der
Darstellung zerféllt die Streudatenmenge also in eine Anzahl einzelner, den
Simplizes zugeordneter Mengen. Da das Simplexnetz eines approximierenden
Splines die konvexe Hiille der Streudatenmenge abdeckt, kann jeder Streuda-
tenvertex einem Simplex zugeordnet werden. Da jede Kante im Simplexnetz
in beiden sie teilenden Simplizes enthalten ist, und da jeder Vertex von allen
diesen teilenden Simplizes iiberdeckt wird, ist diese Zuordnung nicht eindeu-
tig; da lineare Splines aber stets stetig sind und zur Abstandsberechnung
nur der Ordinatenabstand eines Vertizes zum Spline bestimmt wird, kann
ein Streudatenvertex, der direkt auf einer Kante oder auf einem der Verti-
zes der Vertexplazierung liegt, einem beliebigen der iiberdeckenden Simplizes
zugeordnet werden, ohne das Abstandsmaf} zu beeinflussen.

Die Berechnung des Abstands zwischen Streudatenmenge und linearem
Spline ist nun einfach: Man iteriert iber alle Simplizes ¢ des Simplexnetzes
und bestimmt den Abstand aller ¢ zugeordneten Streudatenvertizes von c.
Diese Fehlerberechnung kann durch ein einfaches Caching-Schema drastisch
weiter beschleunigt werden: In jedem Anderungsschritt wird nur eine kleine
Teilmenge der Vertexplazierung und des Simplexnetzes geandert (im Lowen-
anteil aller Falle jeweils nur ein einzelnes Platelet). Wir speichern daher mit
einem Simplex auch jeweils seinen aktuellen Anteil am Gesamtabstand ab,
dieser braucht dann nur durch eine Neusummierung tiber alle Streudatenver-
tizes aktualisiert zu werden, wenn der betreffende Simplex durch die Ope-
ration gedndert wird. Durch die Verwendung dieser Darstellung ist die er-
wartete Laufzeit einer einzelnen Abstandsberechnung nun proportional zu
der Anzahl der Streudatenvertizes pro Simplex, da in einer Anderungsope-
ration im Mittel nur eine konstante Zahl von Simplizes betroffen ist. Da zur
Abstandsberechnung zusatzlich die Summe der in allen Simplizes gecachten
Abstandsteilsummen gebildet werden muf, ist der Gesamtaufwand propor-
tional der Summe der mittleren Anzahl von Vertizes pro Simplex und der
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Anzahl der Simplizes: T'(calcDistance) € O(|S]/|a.V| + |a.V]). Der zweite
Summand fallt in praktischen Anwendungen jedoch nicht ins Gewicht.

Auch die Bestimmung benachbarter Streudatenvertizes ist nun einfach:
Da jeder Vertex v der Vertexplazierung Verweise auf die ihn teilenden Simpli-
zes enthdlt, kann die Menge aller Streudatenvertizes im Platelet bzw. Grenz-
polygon durch Vereinigung der Vertexmengen der im Platelet bzw. Grenz-
polygon enthaltenen Simplizes gebildet werden. Algorithmus 3.7 gibt an, wie
ein zufalliger nahegelegener Streudatenvertex gefunden wird:

Eingaben:
e Eine Streudatenmenge S C (R” x R™).
e Ein linearer Spline a € LS, ..
e Ein Vertex v € (R” x R™) aus der Vertexplazierung von a.

Lokale:

e Eine Menge ' C CS,, von Simplizes aus dem Simplexnetz von a.

e Eine Funktion getPlatelet: LS, , x (R* x R™) — P(CS,), (a,v) — C,
die die Menge C' der Simplizes bestimmt, die das Platelet des Vertizes v
in a bilden.

e Ein Simplex ¢ € ('Sn aus dem Simplexnetz von a.

e Eine Kante k € CF,, aus dem Simplexnetz von a.

e Eine Funktion getOppositeFdge: LS, . x CS, x (R* x R™) — CF,,
(a,c,v) — k, die die dem Vertex v im Simplex ¢ gegeniiberliegende
Kante k& in a bestimmt.

e Eine Funktion getTransSimplex: LS, , x (R* x R™) x CKE,, — CS,,
(a,v,k) — ¢, die den von v aus gesehen jenseits einer Kante k liegenden
Simplex ¢ in einem linearen Spline a liefert.

e Ein Vertex vNew € S.

e Eine Funktion getSimplexVertices: P(R* x R™) x LS, ,, x CS, —
P(R* xR™), (S,a,c) — S, die die Untermenge S, der in einem Sim-
plex ¢ eines linearen Splines a gelegenen Streudatenvertizes aus S be-
stimmt.

Ausgaben:
e Ein Streudatenvertex vNew € S aus dem Grenzpolygon von v.
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/* Bestimme einen der im Grenzpolygon liegenden Simplizes: */
C := getPlatelet (a,v);
c:€ C; [* Wahle einen Simplex aus dem Platelet */
if prob(0.5) then /* Verlasse das Platelet mit Wahrscheinlichkeit 1/2 */
begin
/* Bestimme den ¢ gegeniiberliegenden Simplex: */
k := getOppositeFdge(a, c,v);
¢ := getTransSimplex(a, v, k);
end
/* Bestimme die Menge der mit ¢ assoziierten Streudatenvertizes: */
S. := getSimplex Vertices(S, a, ¢);
vNew :€ S.;  /* Wéhle einen Vertex aus S. */
return vNew;

Algorithmus 3.7: Bestimmung eines Vertizes im Grenzpolygon von v.

Bei Verwendung dieses Algorithmus ist die erwartete Laufzeit zur Bestim-
mung eines naheliegenden Streudatenvertizes proportional zu der Anzahl von
Streudatenvertizes pro Simplex: T'(findLocalVertex) € O<|S|/|a.V|). Da die
beiden hier angefithrten Operationen die Laufzeit des gesamten Iterations-
schrittes mafigeblich bestimmen, ist die Laufzeit desselben ebenfalls propor-
tional der Summe der mittleren Anzahl von Vertizes pro Simplex und der
Anzahl der Simplizes: T'(changeConfiguration) € O([S|/]a.V|+ |a.V]). Der
zweite Summand féllt wiederum nicht ins Gewicht.

Momentan wird innerhalb unserer Datenstrukturen die Menge der Sim-
plizes nur als ungeordnete doppelt verkettete Liste gespeichert. Diese Dar-
stellung ist zwar einfach, hat aber den Nachteil, da} der Aufwand des Auf-
findens eines Simplizes, der eine gegebene Stelle enthélt, linear in der Anzahl
der Simplizes ist. Durch Einsatz besserer Strukturen kénnte dieser Aufwand
von O(n) auf O(logn) gedriickt werden®. Die Operation, einen Simplex an-
hand einer enthaltenen Stelle zu finden, tritt jedoch nur in der Funktion
move VertexGlobally (siehe Abschnitt 3.4.2) auf. Experimente haben gezeigt,
daB diese Funktion nur in etwa 5 Prozent der Iterationsschritte benutzt wird;
da weiterhin das Aufrechterhalten solch komplexer Datenstrukturen sehr auf-
wendig ist, vermuten wir, daf} eine solche Optimierung das Laufzeitverhalten
des Optimierungsalgorithmus héchstens unwesentlich verbessern wiirde.

3Im univariaten Fall z.B. durch balancierte Biume, im bivariaten Fall etwa durch
Quadtrees oder Kirkpatrick-Triangulierungen (siche [8], [9] und [10]).



3.5. DARSTELLUNG LINEARER SPLINES 99

3.5.2 Darstellung univariater linearer Splines

Wie bereits erwdhnt, besteht die Datenstruktur univariater linearer Splines
aus zwel Teilen:

1. Einer Menge von Vertizes (der Vertexplazierung), gespeichert als dop-
pelt verkettete Liste. Jeder Vertex v ist durch seine Stelle v.s € R und
seinen Funktionswert v.f € R™ beschrieben. Weiterhin enthélt jeder
Vertex Verweise v.left bzw. v.right auf die links bzw. rechts vom Vertex
liegenden Intervalle des Simplexnetzes.

2. Einer Menge von Intervallen (dem Simplexnetz), gespeichert als doppelt
verkettete Liste. Ein Intervall ¢ ist durch Verweise c.left bzw. c.right
auf die das Intervall nach links bzw. nach rechts begrenzenden Verti-
zes vollstandig beschrieben. Jedes Intervall enthélt weiterhin die Men-
ge v.dala der diesem Intervall zugeordneten Streudatenvertizes, gespei-
chert als einfach verkettete Liste.

Die Zusammenhange dieser Struktur und die Speicherung der Nachbarschafts-
beziehungen sind in Abbildung 3.9 illustriert.
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Abbildung 3.9: Darstellung univariater linearer Splines. 1) Struktur eines
Vertex v; 2) Struktur eines Intervalls c.

Zu beachten ist hierbei, dal die Vertizes und Intervalle innerhalb ihrer je-
weiligen Listen nicht geordnet sind, dasselbe gilt fiir die Streudatenvertizes in
den Listen innerhalb der Intervalle. Um z.B. von einem Vertex v zu seinem
rechten Nachbarn zu gelangen, mufl man zuerst das rechts von v liegende
Intervall v.right und dann den rechten Vertex v.right.right dieses Intervalls
aufsuchen. Mit der gleichen Methode kann man die Nachbarn eines Intervalls
bestimmen. Die beiden dufleren Vertizes eines Splines sind dadurch gekenn-
zeichnet, daB jeweils nur eine Intervallreferenz definiert ist. Um die dufleren
Vertizes schnell auffinden zu kénnen, werden sie innerhalb der Datenstruktur
zusatzlich direkt referenziert.
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3.5.3 Darstellung bivariater linearer Splines

Die Datenstruktur fiir bivariate lineare Splines zerfallt in drei Teile:

1. Eine Menge von Vertizes (die Vertexplazierung), gespeichert als dop-
pelt verkettete Liste. Jeder Vertex v ist durch seine Stelle v.s € R? und
seinen Funktionswert v.f € R™ beschrieben. Weiterhin enthélt jeder
Vertex eine zyklische doppelt verkettete Liste der den Vertex umge-
benden Kanten und Dreiecke. Jedes Element dieser Liste enthilt eine
Referenz auf eine von v ausgehende Kante k; und eine Referenz auf
das im Gegenuhrzeigersinn hinter® der Kante liegende Dreieck ¢;. Die
Listeneintrage sind ebenfalls im Gegenuhrzeigersinn angeordnet. Ist v
ein duflerer Vertex, dann ist die Umlaufliste offen, und das letzte Li-
stenelement enthalt nur eine Referenz auf eine Kante. Sind /; und [,
zwel aufeinanderfolgende Listeneintrdage, dann stellt diese Anordnung
sicher, dafl die Kante [;.k zwischen den Dreiecken [;.c und [y.c liegt;
und dafl das Dreieck /y.¢ zwischen den Kanten [;.k und 5.k liegt. Diese
Datenstruktur ermoglicht ebenfalls die Modellierung von Lochern in-
nerhalb des Simplexnetzes, diese treten in unserem Algorithmus aber
nur als Zwischenstadium in der Funktion moveVertexGlobally (siehe
Abschnitt 3.4.2) auf und werden ansonsten verboten.

2. Eine Menge von Kanten (die Kanten des Simplexnetzes), gespeichert
als doppelt verkettete Liste. Jede Kante k ist durch ihre Geradenglei-
chung (z,y) - (ns,n,)T = d definiert. Weiterhin enthilt jede Kante zwei
Referenzen auf die Endpunkte v; und vy der Kante und auf die die
Kante teilenden Dreiecke ¢; und c¢y. Sei (ng,n,) € R? der Normal-
vektor der Kante, dann ist v; der in Normalenrichtung gesehen rechte
Endpunkt; vy liegt in Normalenrichtung links. Das Dreieck ¢, liegt auf
der Seite der Kante, auf die der Normalvektor zeigt, ¢; liegt demzufolge
yhinter® der Kante. Ist eine Kante Teil des Randes des Simplexnetzes,
dann zeigt der Normalvektor stets nach auflen, und der Eintrag k.c; ist
undefiniert.

3. Eine Menge von Dreiecken (das Simplexnetz), gespeichert als doppelt
verkettete Liste. Jedes Dreieck ist durch drei Referenzen auf die Eck-
punkte vy, vy und v3 sowie durch drei Referenzen auf die Kanten kq,
ko und k3 beschrieben. Weiterhin enthélt jedes Dreieck eine Menge
von assozilerten Streudatenvertizes, gespeichert als einfach verkettete
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Liste. Die Eckpunkte und Kanten sind hierbei im Gegenuhrzeigersinn
aufgezadhlt und so angeordnet, dafl eine Kante k; stets zwischen den
Eckpunkten v; und v;1; liegt; und daf} ein Eckpunkt v;11 von den Kan-
ten k; und k;; geteilt wird*.

Die Zusammenhéange dieser Struktur und die Speicherung der Nachbarschafts-
beziehungen sind in Abbildung 3.10 illustriert.

V2 Vg

21 Vi

Abbildung 3.10: Darstellung bivariater linearer Splines. 1) Struktur eines
Vertex v; 2) Struktur einer Kante k; 3) Struktur eines Dreiecks c.

Wie im univariaten Fall sind die drei Mengen durch ungeordnete Listen
reprasentiert; um innerhalb der Datenstruktur den Nachbarschaftsbeziehun-
gen zu folgen, miissen die Referenzen der einzelnen Elemente der Mengen be-
nutzt werden. Um die den Rand des Simplexnetzes bildenden Kanten schnell
auffinden zu koénnen, enthilt die Datenstruktur bivariater linearer Splines
zusétzlich zu diesen drei Teilen noch eine zyklische doppelt verkettete Li-
ste jener Kanten, die den Rand des Simplexnetzes definieren. Diese dufleren
Kanten sind wie iiblich im Gegenuhrzeigersinn angeordnet.

3.5.4 Zuriicknahme von Anderungen

Im Rahmen des Optimierungsalgorithmus wird in jedem Iterationsschritt die
Konfiguration der aktuellen Approximation geandert; weist der Simulated-
Annealing-Algorithmus eine Anderung zuriick, muf der vorherige Zustand
der Konfiguration wiederhergestellt werden. Da das Verfahren speziell auf
grofle Streudatenmengen und Approximationen mit vielen Vertizes bzw. Sim-
plizes angewendet werden soll, wére die Erzeugung temporarer Kopien der
aktuellen Konfiguration ineffizient. Um die Riicknahme von Anderungen zu

4Der Bequemlichkeit halber identifizieren wir hier v4 bzw. k4 mit v; bzw. k.
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erméglichen, muf also innerhalb der Datenstrukturen iiber vergangene Ande-

rungen Buch gefiihrt werden.
Zu diesem Zweck ergénzen wir die Datenstrukturen um einen Undo-Puf-

fer, in dem samtliche zur Wiederherstellung eines alten Zustands bendtig-

ten Informationen abgelegt werden. In speziellen Anwendungen méchte man
eventuell die Moglichkeit haben, mehrere in der Vergangenheit vorgenom-

mene Anderungen zuriickzunehmen; deshalb implementieren wir den Undo-

Puffer als einen Stapelspeicher.

Die vier Basisoperationen jeder Anderung sind:

1.

2.

Rotation einer Kante.

Einfiigen eines Vertizes. Im Zuge einer Einfiigeoperation werden even-
tuell auch eine oder mehrere Kanten rotiert.

Entfernen eines Vertizes. Im Zuge einer Entfernoperation werden even-
tuell auch eine oder mehrere Kanten rotiert.

Lokale Bewegung eines Vertizes. Wie in Abschnitt 3.4.3 beschrieben,
werden bei lokalen Vertexbewegungen in der Regel mehrere Kanten
rotiert.

Wir definieren dann einen Eintrag des Undo-Puffers wie folgt:

e Eine Liste von Kanten, die vor der Riicknahme des Schrittes rotiert

werden miissen. War die Operation eine Kantenrotation, enthalt diese
Liste nur ein Element; weitere Informationen sind dann nicht erforder-

lich.

War die Operation die Einfiigung eines Vertizes, dann speichern wir
eine Referenz auf den eingefiigten Vertex.

War die Operation die Entfernung eines Vertizes, dann speichern wir
die Stelle und den Funktionswert des entfernten Vertizes.

War die Operation die lokale Bewegung eines Vertizes, dann speichern
wir eine Referenz auf den bewegten Vertex und seine alte Stelle und
seinen alten Funktionswert.
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Kapitel 4

Experimente und Resultate

In diesem Kapitel beschreiben wir die Streudatenmengen, mit denen wir den
Approximierungsalgorithmus getestet haben, und die jeweiligen Approxima-
tionsresultate. Weiterhin beschreiben wir einige Heuristiken zur Bestimmung
der Parameter des Algorithmus, die wir im Verlauf der Experimente ent-
wickelt haben.

Der Approximierungsalgorithmus existiert momentan in drei verschiede-
nen ,, Geschmacksrichtungen®, je eine fiir univariate skalarwertige Funktionen,
bivariate skalarwertige Funktionen und bivariate vektorwertige Funktionen;
die folgenden Abschnitte behandeln die Anwendung dieser Variationen auf
verschiedene Testdatensétze.

Wir haben versucht, die Testfalle in den ersten beiden Variationen analog
anzuordnen: Zuerst behandeln wir Félle, in denen die ,,Optimalitat® des Algo-
rithmus mathematisch bewertet werden kann; als nachstes fithren wir Falle
an, die die Starken des Verfahrens aufzeigen; danach behandeln wir Fille
von ,, Unterabtastungen®, in denen eine zu geringe Zahl von Vertizes verlangt
wird, als daBl eine gegebene Funktion gut approximiert werden koénnte.

Die Testfunktionen der dritten Variation unterscheiden sich konzeptionell
zu sehr von den ersten beiden fiir eine analoge Behandlung; wir beginnen aber
trotzdem mit ,einfachen®, d.h. detailarmen, Testfallen und gehen dann zu
detailreichen iiber, um die Giite des Verfahrens zur Bildkompression bewerten
zu konnen.
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4.1 Univariate skalarwertige Funktionen

In diesem Abschnitt wenden wir die erste Variation des Verfahrens auf ana-
lytisch definierte Funktionen an; die Eingabemengen entstehen durch Abta-
stung dieser Funktionen in zufallig verteilten Stellen.

1. Der erste Testfall ist die Funktion f(z) := 2* — 2, € [-2,2], appro-
ximiert durch einen linearen Spline mit zehn Kontrollpunkten (siehe
Abbildung 4.1). In diesem Fall ist die theoretisch optimale Approxi-
mation ein linearer Spline mit gleichméfig iiber den Definitionsbereich
verteilten Vertizes. Da die Eingabe des Verfahrens aus zuféllig verteil-
ten Abtastwerten besteht, kann dieses Optimum nicht exakt erreicht
werden; das Ergebnis unseres Algorithmus kommt diesem Optimum
aber bereits nach etwa 3.000 Schritten so nah wie méoglich.

2. Der zweite Testfall ist die Funktion f(z) := 3sin(z?), z € [0,4/7],
approximiert durch einen linearen Spline mit 18 Kontrollpunkten (sie-
he Abbildung 4.2). In diesem Fall fiele ein mathematischer Optima-
litdtsbeweis schwer, aber die Anschauung legt nahe, dafi das Resultat
des Algorithmus global optimal ist. Weiterhin zeigt dieses Experiment
die Uberlegenheit des Simulated-Annealing-Verfahrens fiir Approxima-
tionsprobleme; wir haben es nicht geschafft, das FErgebnis von Abbil-
dung 4.2 mit einem Raffke-Optimierungsverfahren zu reproduzieren —
zumindest nicht, ohne A--priori-Wissen iiber die Funktion in Form einer
bereits guten initialen Konfiguration zu investieren.

3. Der dritte Testfall ist die Funktion

o1 —2) ifz<l
Al —2)(z—-2) f1 <2<
f(@) = Ae—2) if2<z<3
2(z — 3)? if3<z

z € [0,4],

approximiert durch einen linearen Spline mit 14 Kontrollpunkten (siehe
Abbildung 4.3). Diese Funktion ist ein ,schwieriger® Fall, da sie Unste-
tigkeit sowohl in der nullten als auch in der ersten Ableitung aufweist.
Ungeachtet dessen findet unser Verfahren eine sehr gute Approximati-
on. Man beachte, dafl das Resultat Kontrollpunkte genau an den Stellen
der Unstetigkeiten aufweist (zwei Kontrollpunkte pro Unstetigkeit der
nullten Ableitung), und dafl die affinen Stiicke [0,1] und [2,3] keine
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Kontrollpunkte im inneren haben. Da die quadratischen Stiicke [1,2]
und [3, 4] (nahezu) uniforme Kontrollpunktverteilungen aufweisen, neh-
men wir wiederum guten Gewissens an, dafl diese Approximation global
optimal ist.

. Der vierte Testfall ist die Funktion

fla):=4%" Sin((;”jll)x) . we[0,4n),

n=

die Fourierapproximation vierter Ordnung einer Rechteckschwingung,
approximiert durch einen linearen Spline mit zehn Kontrollpunkten
(siehe Abbildung 4.4). Diese Funktion weist viele kleine Details auf —
zuviele, um sie mit nur zehn Vertizes wiederzugeben. Dennoch findet
unser Algorithmus eine sehr gute Approximation, die das Gesamtaus-
sehen der Funktion wiedergibt und die ausgelassenen Details mittelt.
Ein Beweis féllt wiederum schwer, aber wir gehen davon aus, dafl das
Resultat in Abbildung 4.4 fiir die gegebene Zahl von Vertizes global
optimal ist.

. Der fiinfte Testfall ist die gleiche Funktion wie in Experiment 4, diesmal

approximiert durch einen linearen Spline mit 20 Kontrollpunkten (sie-
he Abbildung 4.5). Diese Zahl ist immer noch zuwenig, um alle Details
einzufangen. Dieser Testfall zeigt einen Nachteil jedes probabilistischen
Optimierungsverfahrens auf: Da alle Details der Funktion in etwa die
gleiche Bedeutung haben, ist es unméglich vorherzusagen, welche durch
das Resultat wiedergegeben werden. Jeder Lauf des Algorithmus er-
zeugt eine andere Approximation; alle diese Approximationen haben in
etwa den gleichen Abstand von der Streudatenmenge. Dieser generelle
Nachteil kann jedoch durch einen Vorteil des Simulated-Annealing-Ver-
fahrens iiberwunden werden: Wie in Abschnitt 2.2 erwéhnt, kann jedes
Fehlermaf} fiir die Approximation verwendet werden. Um bestimmte
Details einer Funktion bevorzugt wiederzugeben, kann man also das
Standard-L%-AbstandmaB durch eine ,,Straffunktion® erginzen, die die
Auslassung der gewiinschten Details durch eine kiinstliche Erhéhung
des Abstandmasses erh6ht. Die Experimente 7 und 8 zeigen die Ver-
wendung unterschiedlicher Abstandmasse bei der Approximation unter
sonst gleichen Randbedingungen.
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6. Der sechste Testfall ist wiederum die gleiche Funktion wie in den Ex-

perimenten 4 und 5, zu guter letzt approximiert durch einen linearen
Spline mit 30 Kontrollpunkten (sieche Abbildung 4.6). Nun kann die
Approximation alle Details der Funktion wiedergeben; und wiederum
gehen wir davon aus, daB das in Abbildung 4.6 gezeigte Endergebnis
global optimal ist.

. Der siebte Testfall ist die Funktion f(z) := 3sin(z?) - e™'/% 2 €

[0,4y/7 ], approximiert durch einen linearen Spline mit 18 Kontroll-
punkten (sieche Abbildung 4.7). Diese Funktion ist vergleichbar mit der
in Experiment 2 verwendeten; in diesem Fall sind aber die Schwin-
gungen auf der rechten Seite der Funktion sehr klein im Vergleich zu
denen auf der linken Seite. Das Endergebnis des Verfahrens ,junter-
schlagt® diese kleinen Schwingungen, da eine bessere Approximation
der groflen Schwingungen auf der linken Seite fiir den Gesamtabstand
von der Streudatenmenge bedeutender ist.

. Der achte Testfall ist die gleiche Funktion wie in Experiment 7, eben-

falls approximiert durch einen linearen Spline mit 18 Kontrollpunkten
(siehe Abbildung 4.8). In diesem Experiment verwenden wir jedoch
ein modifiziertes Abstandmaf, das die Approximation lokaler Extre-
ma der Eingabemenge erzwingt. Sei S die Eingabestreudatenmenge,
E :=A{z1,...,z.} C R die Menge der Abszissenwerte der lokalen Ex-
trema der Eingabemenge und a := (V, CS) € LSy, ein S approximie-
render linearer Spline mit Vertexplazierung V. Dann definieren wir als
neues Abstandmaf

E(S,a) := L*(S,a) + QZmin{ (v.s — x;)* ‘ veV },

=1

d.h. wir addieren zum L?-Abstand von S und a die Summe der quadrier-
ten Abstande aller lokalen Extrema von der Stelle des jeweils nachst-
liegenden Vertex. Der Gewichtungsfaktor 2 wurde zur Angleichung der
Straffunktion an den L*-Abstand eingesetzt. Durch diese kiinstlich ein-
gefithrte Straffunktion wird die Approximierung auch der ,unwichti-
gen® lokalen Extrema erzwungen.
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Abbildung 4.1: Experiment 1. Oben links: Anfangskonfiguration, oben
rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.2: Experiment 2. Oben links: Anfangskonfiguration, oben
rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.3: Experiment 3. Oben links: Anfangskonfiguration, oben
rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.4: Experiment 4. Oben links: Anfangskonfiguration, oben
rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandma$ iiber Zeit.
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Abbildung 4.5: Experiment 5. Oben links: Anfangskonfiguration, oben
rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.6: Experiment 6. Oben links: Anfangskonfiguration, oben
rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.7: Experiment 7. Oben links: Anfangskonfiguration, oben
rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.8: Experiment 8. Oben links: Anfangskonfiguration, oben
rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandma$ iiber Zeit.
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4.2 Bivariate skalarwertige Funktionen

In diesem Abschnitt wenden wir die zweite Variation des Verfahrens auf ana-

lytisch definierte Funktionen an; die Eingabemengen entstehen durch Ab-
tastung dieser Funktionen in zufillig verteilten Stellen. AnschlieBend wen-
den wir das Verfahren auf Streudatenmengen an, die aus der Abtastung der
Oberflachen physischer Objekte, z.B. durch Laserscans, entstanden sind; wir
zeigen damit die Verwendbarkeit des Verfahrens zur Losung von Surface-

Reconstruction-Problemen.

9.

10.

Der neunte Testfall ist die Funktion f(z,y) := (2 +y*> = 5), 2,y €
[—3, 3], approximiert durch einen linearen Spline mit 100 Kontrollpunk-
ten und allgemeiner Triangulierung (siehe Abbildung 4.9). In diesem
Fall ist die theoretisch optimale Approximierung durch eine Poisson-
Verteilung der Kontrollpunkte iiber den Definitionsbereich und eine
Delaunay-Triangulierung als Simplexnetz beschrieben. Aufgrund der
Reprasentation der Funktion durch Streudaten und die Notwendigkeit,
alle auf der konvexen Hiille der Stellen der Streudatenmenge liegenden
Vertizes in die Vertexplazierung zu iibernehmen, kann dieses Ideal nicht
exakt erreicht werden; das Resultat des Verfahrens liegt dem theore-
tischen Optimum aber so nahe wie moglich. Man beachte weiterhin,
dafl die Aufrechterhaltung der Delaunay-Bedingung wahrend der Ite-
ration nicht erzwungen wurde; der Algorithmus hat die (fiir diesen Fall)
optimale Triangulierung selbstédndig gefunden.

Der zehnte Testfall ist die Funktion

0.3 falls 22 + 42 < 0.3
flz,y):=<¢ —0.5z fallsz?+y*>03A2<0 , =z,ye[-1,1],
x? falls 22 + y2 > 03A0< =z

approximiert durch einen linearen Spline mit 100 Kontrollpunkten und
allgemeiner Triangulierung (siehe Abbildung 4.10). Diese Funktion ist
»schwierig®, da sie Unstetigkeiten sowohl in der nullten als auch in der
ersten Ableitung aufweist. Trotzdem findet unser Algorithmus eine sehr
gute Approximation. Folgendes Punkte fallen bei der Betrachtung des
Endergebnisses auf:

e Die Unstetigkeiten der nullten Ableitung sind durch Streifen sehr
diinner Dreiecke markiert.
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o Die Unstetigkeiten der ersten Ableitung werden durch Kantenziige
nachgezeichnet.

e Die aflinen Stiicke der Funktion enthalten keine Vertizes im Inne-
ren; die lokalen Triangulierungen dieser Stiicke sind vollig zufallig.

o Der quadratische Teil der Funktion weist sehr lange, diinne Drei-
ecke senkrecht zur Gradientenrichtung auf.

e Die Kontrollpunkte im quadratischen Teil sind entlang der Gra-
dientenrichtung anndhernd gleichméaBig verteilt.

Der elfte Testfall ist die gleiche Funktion wie in Experiment 10, wieder-
um approximiert durch einen linearen Spline mit 100 Kontrollpunkten,
aber diesmal einer Delaunay-Triangulierung (siehe Abbildung 4.11).
Die Aufrechterhaltung der Delaunay-Bedingung wéhrend der gesamten
[teration vergroflert den Abstand der endgiiltigen Approximation von
der Streudatenmenge in etwa um den Faktor zwei. Dieser Testfall zeigt
auflerdem, daf} die Nachbehandlung des Ergebnisses mit einem Algo-
rithmus zur datenabhéngigen Triangulierung (siehe Abschnitt 2.3.2)
héchstens ein suboptimales Ergebnis erzeugen kann. Die Vertexpla-
zierung aus Abbildung 4.11 unterscheidet sich stark von der aus Ab-
bildung 4.10. Da ein Triangulierungsalgorithmus die Vertexplazierung
nicht &ndern kann, kann das Ergebnis von Experiment 10 durch einen
zweiteiligen Algorithmus nicht erreicht werden. In diesem speziellen Fall
war die allgemeine Iteration sogar schneller als die restringierte; auf-
grund der héheren Anzahl von Freiheitsgraden ist dies im allgemeinen

jedoch nicht der Fall.

Der zwolfte Testfall ist die Funktion

:222:2238 2@—|—1 )‘sin<(2j—|—1)y>

2+ 1 25+ 1

b $7y€ [0727T]7

=0 7=0

die Fourierapproximation dritter Ordnung einer bivariaten Rechteck-
schwingung, approximiert durch einen linearen Spline mit 50 Kontroll-
punkten und allgemeiner Triangulierung (siehe Abbildung 4.12). Diese
Funktion weist zu viele kleine Details auf, um sie mit nur 50 Vertizes
wiederzugeben. Dennoch findet unser Algorithmus eine sehr gute Ap-
proximation, die das Gesamtaussehen der Funktion wiedergibt und die
ausgelassenen Details mittelt.
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13.

14.

15.

Der 13. Testfall ist die gleiche Funktion wie in Experiment 12, dies-
mal approximiert durch einen linearen Spline mit 250 Kontrollpunk-
ten und allgemeiner Triangulierung (siehe Abbildung 4.13). Durch die
héhere Anzahl von Vertizes bendtigt der Algorithmus wesentlich mehr
Schritte bis zur Konvergenz, aber das Ergebnis gibt alle Details der
Streudatenmenge wieder.

Der 14. Testfall ist ein Surface-Reconstruction-Problem. Die Eingabe-
menge resultierte aus der Abtastung der Haube eines Ski-Doos mittels
eines Laserscanners und besteht aus 37.594 zuféllig verteilten Abtast-
werten. Wir interpretieren diese Streudatenmenge als die Abtastung ei-
ner bivariaten skalarwertigen Funktion f(z,y)und approximieren diese
durch eine Hierarchie linearer Splines (sieche Abschnitt 1.2) mit 400,
700 und 1.000 Kontrollpunkten und allgemeiner Triangulierung (siehe
Abbildungen 4.14, 4.15 und 4.16).

Unser Verfahren findet eine sehr gute Rekonstruktion der urspriingli-
chen Oberflache. Die Locher der Haube werden in der Rekonstruktion
durch grofie Dreiecke wiedergegeben; diese Dreiecke kénnen jedoch in
einem Nachbearbeitungsschritt leicht entfernt werden, da sie keine as-
soziierten Streudatenvertizes haben und somit vom Optimierungsalgo-
rithmus automatisch markiert werden.

Der 15. Testfall ist die Rekonstruktion einer digitalen Hohenkarte des
Mt. St. Helens im US-Bundesstaat Washington, bestehend aus 151.728
Vertizes. In diesem speziellen Fall sind die Abtastwerte iiber einem
rectilinearen Gitter angeordnet; fiir unseren Algorithmus macht dies
aber keinen Unterschied. Wie in Experiment 14 interpretieren wir die
Vertexmenge als die Abtastung einer bivariaten Funktion f(z,y) und
approximieren diese durch eine Hierarchie linearer Splines (siehe Ab-
schnitt 1.2) mit 400, 800 und 1.600 Kontrollpunkten und allgemeiner
Triangulierung (siehe Abbildungen 4.17, 4.18 und 4.19).
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Abbildung 4.9: Experiment 9. Oben links: Anfangskonfiguration, oben mitte
und rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf tiber Zeit.
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Abbildung 4.10: Experiment 10. Oben links: Anfangskonfiguration, oben mit-
te und rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.11: Experiment 11. Oben links: Anfangskonfiguration, oben mit-
te und rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.12: Experiment 12. Oben links: Anfangskonfiguration, oben mit-
te und rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.13: Experiment 13. Oben links: Anfangskonfiguration, oben mit-
te und rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmafl iiber Zeit.
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Abbildung 4.14: Experiment 14, Teil 1. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben mitte und rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf iiber Zeit.
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Abbildung 4.15: Experiment 14, Teil 2. Oben links: Anfangskonfiguration
oben mitte und rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf tiber Zeit
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Abbildung 4.16: Experiment 14, Teil 3. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben mitte und rechts: Endkonfiguration, unten: Abstandmaf tiber Zeit
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Abbildung 4.17: Experiment 15, Teil 1. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben mitte, rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstand-

mal iber Zeit.
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Abbildung 4.18: Experiment 15, Teil 2. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben mitte, rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstand-

mal iber Zeit.



4.2. BIVARIATE SKALARWERTIGE FUNKTIONEN 75

N

A A
7S

/
7N

i
S
\/
\,\\‘
Vi

0.87

T
200,000 ¢

Abbildung 4.19: Experiment 15, Teil 3. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben mitte, rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstand-
maf iiber Zeit.
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4.3 Bivariate vektorwertige Funktionen

In diesem Abschnitt wenden wir die dritte Variation des Verfahrens auf Farb-
bilder an. Wir interpretieren dazu Echtfarb-RGB-Bitmaps als bivariate vek-
torwertige Funktionen der Form

f:R* — [0, 1]3 . (z,y)— (r(z:,y),g(;z;,y),b(:z:,y))

Wir definieren die Eingabemengen des Verfahrens durch die Menge der Pi-
xel eines Bildes: Wir verwenden die Mittelpunkte der einzelnen Pixel als
Stellen und definieren die Funktionswerte der Vertizes durch die Farben der
jeweiligen Pixel (r;, g;,b;) € [0,1]%. Zur Bestimmung des Abstands einer Ap-
proximation von der gegebenen Streudatenmenge verwenden wir wie in den
anderen Fillen die L?-Metrik, wobei wir nun den Ordinatenabstand zweier

Funktionswerte fi, f, als den euklidischen Abstand || f; — fa]|2 der RGB-

Farbwerte, interpretiert als Vektoren des R?, definieren.

16. Der 16. Testfall ist ein (vergleichsweise detailarmes) Portraitfoto, abge-
tastet mit einer Auflosung von 212 x 272 Pixeln (siehe Abbildung 4.20).
Wir approximieren dieses Bild durch eine Hierarchie linearer Splines
mit 400, 800, 1.600 und 3.200 Kontrollpunkten und allgemeiner Trian-
gulierung (siehe Abbildungen 4.21, 4.22, 4.23 und 4.24). In jeder Stufe
der Approximation fuehren wir 250.000 Schritte des Optimierungsalgo-
rithmus aus. Zum Vergleich zeigen wir auch eine Approximierung des
Bildes durch einen direkt berechneten linearen Spline mit 3.200 Kon-
trollpunkten und allgemeiner Triangulierung (siehe Abbildung 4.25).
Fir diese direkte Approximierung fithren wir die gleich Anzahl an
Schritten, 1.000.000, des Optimierungsalgorithmus aus. Der Vergleich
der Ergebnisse bestétigt, dal bei Verwendung einer Approximierungs-
hierarchie das Ergebnis der einzelnen Stufen suboptimal ist; fiir die
Vorteile der Erzeugung einer Hierarchie nehmen wir diesen Nachteil
aber in Kauf.

17. Der 17. Testfall ist der bekannte und immer wieder gern verwendete
Ausschnitt des Bildes von ,Lena®“, dem Playmate des Monats Novem-
ber 1972, abgetastet mit einer Auflosung von 256 x 256 Pixeln (siehe
Abbildung 4.26). Wir approximieren dieses Bild durch eine Hierarchie
linearer Splines mit 400, 800, 1.600 und 3.200 Kontrollpunkten und all-
gemeiner Triangulierung (siehe Abbildungen 4.27, 4.28, 4.29 und 4.30).
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18.

Zum Vergleich erzeugen wir wiederum eine direkte Approximation mit
3.200 Kontrollpunkten und allgemeiner Triangulierung (siehe Abbil-
dung 4.31).

Der 18. Testfall ist ein detailreiches Foto der Golden Gate Bridge in San
Francisco, abgetastet mit einer Auflésung von 329 x 222 Pixeln (siehe
Abbildung 4.32). Wir approximieren dieses Bild durch eine Hierarchie
linearer Splines mit 400, 800, 1.600 und 3.200 Kontrollpunkten und all-
gemeiner Triangulierung (siehe Abbildungen 4.33, 4.34, 4.35 und 4.36).
Zum Vergleich erzeugen wir wiederum eine direkte Approximation mit

3.200 Kontrollpunkten und allgemeiner Triangulierung (siehe Abbil-
dung 4.37).
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Abbildung 4.20: ,,Oliver®. Eine farbige Version meines aktuellen Paf}fotos,
abgetastet mit einer Auflésung von 212 x 272 Pixeln.
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Abbildung 4.21: Experiment 16, Teil 1. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
iiber Zeit.
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Abbildung 4.22: Experiment 16, Teil 2. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
iber Zeit.
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Abbildung 4.23: Experiment 16, Teil 3. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
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Abbildung 4.24: Experiment 16, Teil 4. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
iber Zeit.
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Abbildung 4.25: Experiment 16, Teil 5. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}

iuber Zeit.
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Abbildung 4.26: ,Lena“. Ausschnitt des Centerfolds der Playboy-Ausgabe
von November 1972, abgetastet mit einer Auflésung von 256 x 256 Pixeln.
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Abbildung 4.27: Experiment 17, Teil 1. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
iiber Zeit.
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Abbildung 4.28: Experiment 17, Teil 2. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
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Abbildung 4.30: Experiment 17, Teil 4. Oben links: Anfangskonfiguration,
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Abbildung 4.32: ,Golden Gate Bridge®. Fotografie des Wahrzeichens von San

Francisco, abgetastet mit einer Auflésung von 329 x 222 Pixeln.
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Abbildung 4.33: Experiment 18, Teil 1. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
iiber Zeit.
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Abbildung 4.34: Experiment 18, Teil 2. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
iber Zeit.
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Abbildung 4.35: Experiment 18, Teil 3. Oben links: Anfangskonfiguration,
oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}
iiber Zeit.
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Abbildung 4.36: Experiment 18, Teil 4. Oben links: Anfangskonfiguration,

oben rechts und unten links: Endkonfiguration, unten rechts: Abstandmaf}

uber Zeit.
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4.4 Heuristiken zur Parameterbestimmung

Die Beschreibung des Optimierungsalgorithmus in Kapitel 3 hat eine Reihe
frei wahlbarer Parameter aufgefithrt, deren Werte den Verlauf des Algorith-
mus an einzelne Optimierungsprobleme anzupassen helfen. In diesem Ab-
schnitt geben wir Heuristiken fiir die Bestimmung dieser Parameter an, die
sich aus den in diesem Kapitel aufgefithrten Experimenten ergeben haben.

e Der Parameter py € (0,1) bestimmt die Wahrscheinlichkeit, mit dem
ein erwartet schlechter Schritt zu Beginn der Iteration akzeptiert wer-
den soll (siehe Abschnitt 3.2). In unseren Experimenten verwenden wir
stets zuerst den Wert po = 1/2.

e Der Parameter f; € (0,1) bestimmt den Faktor, mit dem die aktuelle
Temperatur des Simulated-Annealing-Verfahrens am Ende eines Tem-
peraturschrittes multipliziert wird (siehe Abschnitt 3.3). Ein verniinf-
tiger Wert ist f; = 0.95. Ist die Zahl der Streudatenpunkte sehr grof3
und die Zahl der Kontrollpunkte des approximierenden linearen Spli-
nes eher gering, sollte f; auf einen hoheren Wert wie f; = 0.975 gesetzt
werden. Natiirlich ist in diesem Fall eine héhere Zahl von Iterationen
bis zur Konvergenz des Verfahrens einzukalkulieren.

e Der Parameter f, € Rt bestimmt den Schwellwert der Entscheidung,
ob ein Vertex global oder lokal bewegt werden soll (siehe Abschnitt 3.4).
In unseren Experimenten berechnen wir f, als f, = 0.5/(N — |B|), wo-
bei N die Anzahl der Kontrollpunkte des approximierenden linearen
Splines und B die Menge der festen Kontrollpunkte ist. Ist eine Appro-
ximation Teil einer Hierarchie, sollte f, im Verlauf der Berechnung der
Hierarchieebenen langsam erhoht werden, etwa bis auf das 1.5-fache
des urspriinglichen Wertes.

e Der Parameter f; € RT begrenzt die Schrittweite eines Vertex bei lo-
kaler Bewegung (siehe Abschnitt 3.4.3). In unseren Experimenten be-
stimmen wir zunachst die durchschnittliche Flache Ap der Platelets in
der initialen Konfiguration, und wahlen dann f; so, daf eine Bewegung
eines Vertizes um den Radius des Kreises, der die Flache Ap hat, mit

der Wahrscheinlichkeit 1/2 akzeptiert wird: f; = /42, Genau wie

mln2°
[y sollte der Wert des Parameters f; bei Erzeugung einer Approxima-
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tionshierarchie langsam bis auf etwa das 1.5-fache des urspriinglichen
Wertes erhoht werden.

Der Parameter p, € [0,1] bestimmt die Wahrscheinlichkeit, mit der im
Iterationsschritt eine Kante rotiert wird (siehe Abschnitt 3.4). Da im
univariaten Fall keine Kanten rotiert werden, ist dort stets p, = 0. Im
bivariaten Fall hat sich der konstante Wert p, = 0.15 als vielverspre-
chend erwiesen.



99

Kapitel 5

Bewertung und Ausblick

5.1 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Diplomarbeit entwickelten wir ein Verfahren zur Berech-
nung optimaler Linearer-Spline-Approximationen an durch Streudatenmen-
gen definierte skalar- oder vektorwertige Funktionen einer oder zweier Veran-
derlicher. Dieses Verfahren verwendet einen iterativen Optimierungsalgorith-
mus, der auf zufilliger Veranderung einer aktuellen Konfiguration und der
globalen Strategie des Simulated-Annealing-Algorithmus basiert, und ist eine
Verallgemeinerung des von Schumaker in [11] vorgestellten Algorithmus zur
datenabhdngigen Triangulierung. Wir beschrieben unseren Optimierungsal-
gorithmus, speziell den besonders wichtigen auf zufélligen Entscheidungen
beruhenden Anderungsschritt, im Detail.

Anschlielend wendeten wir den Algorithmus auf ausgewahlte Testfalle
univariater skalarwertiger, bivariater skalarwertiger und bivariater vektor-
wertiger Funktionen an und dokumentierten die Approximationsergebnisse.
Im Rahmen dieser Experimente entwickelten wir auch Heuristiken zur Be-
stimmung der freien Parameter des Algorithmus.

5.2 Bewertung

Wir haben somit gezeigt, dafl die von uns entwickelte Methode fiir univa-
riate und bivariate skalarwertige Funktionen und fiir bivariate vektorwertige
Funktionen gut funktioniert. Das Verfahren liefert gute Approximationen in
verninftiger Zeit, und in einfachen Féllen liefert es oft ein (zumindest der
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Anschauung nach) global optimales Ergebnis. Wie zu erwarten war, ist die
Leistung des Algorithmus in den bivariaten Fallen schlechter als im univa-
riaten Fall. Diese Tatsache ist auf die wesentlich héhere Anzahl an Frei-
heitsgraden und die generell wesentlich h6here Komplexitat der verwendeten
approximierenden linearen Splines im bivariaten Fall zuriickzufiihren.

Trotz der angefiihrten Schwierigkeiten der bivariaten Félle liefert unser
Algorithmus erstaunlich gute Approximierungen an RGB-Farbbilder, sogar
wenn nur eine kleine Anzahl von Kontrollpunkten verwendet wird. Da die
Reprasentation eines Farbbildes durch einen linearen Spline auflésungsun-
abhangig ist, stellt unser Verfahren eine interessante Moglichkeit dar, Farb-
bilder in eine speicherplatz-effiziente, auflésungsunabhéngige Darstellung zu
transformieren.

5.3 Ausblick

Die Hauptgebiete zukiinftiger Forschung sind die Generalisierung unseres Al-
gorithmus fiir Funktionen dreier oder mehrerer Veranderlicher und fiir zeit-
verdnderliche Funktionen, und die Anwendung des Algorithmus zur Bild- und
Videokompression.

5.3.1 Hoherdimensionale Funktionen

Wir haben keinen Grund zu vermuten, dafl unser Algorithmus fiir hoherdi-
mensionale Funktionen prinzipiell nicht funktionieren wiirde. Die Probleme
liegen in der Darstellung héherdimensionaler linearer Splines und in der Be-
stimmung eines angemessenen lterationsschrittes. Im trivariaten Fall, wenn
ein linearer Spline durch ein Tetraedernetz definiert ist, kommen als Basis-
operationen zumindest globale oder lokale Bewegung eines Kontrollpunktes
sowie ,, Rotation* einer Fliche! oder ,Rotation® einer Kante? in Frage. Wei-
terhin gehen wir davon aus, daB die beim Ubergang zu Funktionen mehrerer
Verédnderlicher unausweichliche Erhohung der Anzahl der Freiheitsgrade die
Effizienz des Verfahrens weiter verringert.

1Zwei Tetraeder, die eine Fliche gemeinsam haben, gehen iiber in drei Tetraeder, die
eine Kante und jeweils zwei Flichen gemeinsam haben.
?Die inverse Operation einer Flichenrotation.
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5.3.2 Zeitverianderliche Funktionen

Sogar die Anwendung des Algorithmus auf zeitveranderliche Funktionen ist
denkbar: Man konnte eine zeitverdnderliche Funktion von n Veranderlichen
einerseits wie eine (n+1)-dimensionale Funktion auffassen; andererseits konn-
te man unabhéngige n-dimensionale Approximierungen an die Funktion zu
diskreten Zeitschritten {n - At | n = 0,1,...} bestimmen. Dabei kann man
zeitliche Kohérenz zur Erhohung der Geschwindigkeit und Qualitdt der Ap-
proximation ausnutzen: Nimmt man an, dafl die zu approximierende Funk-
tion sich zwischen zwei Zeitpunkten ¢ und ¢ + At nur geringfiigig andert,
dann stellt die endgiiltige Approximierung zum Zeitpunkt ¢ eine gute initiale
Approximierung fiir den Zeitpunkt ¢ + At dar.

5.3.3 Bildkompression

Zur Anwendung des Algorithmus als Bildkompressionsverfahren miissen We-
ge zur platzeffizienten Speicherung von linearen Splines gefunden werden.
Ebenfalls zu untersuchen ist die Verwendung anderer Abstandsmafle bzw.
anderer Wege, den Abstand eines Streudatenpunktes vom linearen Spline zu
bestimmen. Momentan interpretieren wir Farben als RGB-Tripel und somit
Vektoren des R? und bestimmen den Abstand zweier Farbwerte ¢; und ¢, als
den euklidischen Abstand ||¢; — ¢z||2 der zugehorigen Vektoren. Die Verwen-
dung eines Farbmodells wie HSV oder YUV, das mehr der Physiologie des
menschlichen Sehens entgegen kommt, konnte héhere Kompressionsraten bei
gleichbleibender subjektiv empfundener Qualitiat erlauben. Die Verwendung
spezieller AbstandsmaBe konnte ebenfalls visuell ansprechendere Ergebnisse
erzeugen oder besondere Effekte wie Kantenverstarkungen erlauben.

Um die Kompressionsergebnisse dieses Verfahrens mit anderen, pixelba-
sierten Verfahren wie JPEG vergleichen zu kénnen, mufl auflerdem ein ge-
eignetes Maf fiir den ,, Informationsgehalt® eines Bildes gefunden werden. Da
unser Algorithmus auflésungsunabhangig ist, hdangt die Grofle einer Appro-
ximation nicht von der Anzahl der Pixel, sondern nur von der Anzahl der
Bilddetails ab. Wenn man ein Bild vor der Kompression mit diesem und
einem pixelbasierten Verfahren vergréssert, kann man das pixelbasierte Ver-
fahren um beliebige, aber nichts aussagende, Faktoren schlagen.

Ebenfalls interessant ist der Vergleich unseres Verfahrens mit der Bild-
kompression durch affine Transformationen, auch als , Fraktale Bildkompres-
sion“ bekannt (siehe [18]). Die Gemeinsamkeit zu diesem Verfahren ist der
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Ubergang von einer pixelorientierten Bilddarstellung zu einer Représenta-
tion als Kombination von Basisfunktionen. In unserem Fall sind die Basis-
funktionen stets Dreiecke im Bildraum, also vergleichsweise einfach; bei der
Fraktalen Bildkompression handelt es sich um iterierte Funktionensysteme.
Aufgrund der gréBeren Menge von Basisfunktionen ist das letztgenannte Ver-
fahren prinzipiell leistungsfahiger. Die Bestimmung guter Basisfunktionen fiir
ein gegebenes Bild ist jedoch ein schwieriges Problem, so daf} die Ergebnisse
des Verfahrens in der Regel nicht so gut sind wie die Theorie erwarten liesse.

5.3.4 Videokompression

Die oben getroffenen Bemerkungen iiber die Approximierung zeitvariierender
Funktionen gelten ebenso fiir Videostrome. Besonders die fiir Telekonferenz-
Anwendungen typischen Videostrome (,, Talking Heads“) zeigen starke tem-
porale Kohéarenz; unser Algorithmus koénnte somit zu einer Echtzeit-Kom-
pressionsmethode fiir diese Art von Videostrémen fithren. Die Auflosungsun-
abhangigkeit der Darstellung ist ein Vorteil bei der groBflachigen Projektion
von Videostromen, und die Asymmetrie des Verfahrens ist fiir Multicast-An-
wendungen von Vorteil. Obwohl die Approximierung von Bildern in Echtzeit
auch fiir schnelle Rechner eine Herausforderung ist, kann die Reproduktion
der Linearen-Spline-Darstellung bereits von auf dem Massenmarkt verfiigha-
rer Videohardware problemlos in Echtzeit erledigt werden.

Uns schwebt ein Verfahren vor, bei dem pro Videobild nur wenige Schritte
des Optimierungsverfahrens ausgefiihrt werden und bei dem die resultierende
Approximation fiir ein Bild als Startwert fiir die Approximation des néchsten
Bildes verwendet wird. Zeigt der Videostrom starke temporale Kohérenz,
wird das Verfahren nach einigen Bildern eine gute Approximation liefern
und diese beibehalten; Schnitte oder plotzliche Anderungen des Bildinhalts
werden ebenfalls nach einigen Bildern wieder aufgefangen. Ein solcher Al-
gorithmus skaliert gut, da die Anzahl der Iterationsschritte pro Bild durch
die Geschwindigkeit der Kompressionshardware bestimmt wird; eine héhe-
re Anzahl von Schritten bedingt eine héhere Qualitdt der Approximierung
und ein schnelleres Reagieren auf plotzliche Anderungen. Experimente ha-
ben ergeben, daf} sogar eine vollig zuféllige Anfangskonfiguration bereits den
Inhalt des approximierten Bildes erkennen 1at; wir vermuten daher, dafl der
beschriebene Algorithmus funktionieren wird und eventuell eine interessante
Alternative zu herkémmlichen, pixel-orientierten Verfahren darstellen kénn-
te.
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